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PROGRAMME 

DÉ GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, 

ET DE SES APPLICATIONS. 



De la ligne droite et du plan; 



Première question. Par un point donné dans l'espace, mener une droite 
parallèle à une droite donnée, et trouver la grandeur d’une partie de 
cette droite. 

a«. Par un point donné , mener un plan parallèle à un autre plan 
donné. 

3 e . Construire le plan qui passe par trois points donnés dans l’espace. 

4«. Deux plans étant donnés , trouver les projections de leur inter- 
section. 

5 e . Une droite et un plan étant donnés, trouver les projections du 
point où la droite rencontre le plan. (Deux solutions.) 

6*. Par un point donné, mener une perpendiculaire à un plan donné, 
et construire les points de rencontre de la droite et du plan. 

7 ». Par un point donné, mener une droite perpendiculaire à une droite 
donnée , et construire le point de rencontre des deux droites. 

8*. Un plan étant donné, trouver les angles qu’il forme avec les plans 
de projection. 

9 e . Deux plans étant donnes, construire l’angle qu’ils forment entre 
eux. 

* 
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io*. Deux droites qui se coupent étant données , construire l’angle 
qu’elles forment entre elles. 

ii*. Construire l'angle formé par une droite et par un plan donné 
de position dans l’espace. 

ta*. Deux droites étant données dans l’espace, i*. construire leur 
plus courte distance ; a*, déterminer la position de la droite sur laquelle 
se mesure cette distance. 

Des plans tangens et des normales aux surfaces courbes. 

t 3 *. Mener un plan tangent à une surface cylindrique , i°. par un 
point pris sur la surface ; a°. par un point pris hors de la surface ; 
3 *. parallèlement à une droite donnée. 

i 4 *. Mener un plan tangent à une surface conique , i°. par un point 
pris sur la surface ; 3°. par un point pris hors de la surface ; 5 *. paral- 
lèlement à une droite donnée. 

i 5 *. Par un point pris sur une surface de révolution dont on con- 
naît la courbe méridienne , mener un plan tangent à cette surface. 

16*. Par un point pris sur la surface gauche du second degré, mener 
un plan tangent à cette surface. 



De V intersection des surfaces. 

17*. Construire la section faite sur la surface d’un cylindre droit vertical, 
par un plan perpendiculaire à l’un des plans de projection. 

Mener la tangente à la courbe d’intersection. 

Faire le développement de la surface cylindrique, et y rapporter la 
courbe d'intersection , ainsi que scs tangentes. 

18*. Construire l’intersection d'un cône droit par un plan perpendicu- 
laire à l’un des plans de projection ; développement et tangente. 

19*. Construire l’intersection d’une surface de révolution par un plan, 
et les tangentes à la courbe d’intersection. 
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Résoudre cette question , lorsque la ligne génératrice est une droite 
qui ne rencontre pas l’axe. 

ao*. Construire la section faite sur la surface d'un cylindre oblique ( à 
base circulaire ) par un plan perpendiculaire à ses arêtes. 

Mener la tangente à la courbe d’intersection. 

Faire le développement de la surface cylindrique , et y rapporter 
la. courbe d intersection , ainsi que scs tangentes. 

ai*. Construire l’intersection de deux surfaces cylindriques , et les 
tangentes à cette courbe. 

a a*. Construire l’intersection de deux cônes obliques et les tangentes 
à cette courbe. v 

aî s . Construire l’intersection de deux surfaces de révolution dont les 
axes se rencontrent. 



APPLICATIONS. 

Solution de quelques problèmes de géométrie. 

3 4 e - Quatre points étant donnés dans l’espace , en trouver un cinquième 
qui soit a égalé distance de chacun d’eux, ce qui se réduit à circons- 
crire une sphère à une pyramide donnée. 

a 5 *. Qaatre plans étant donnés , trouver le point qui est à égale 
distance de chacun d’eux , ce qui se réduit à inscrire une sphère dans 
une pyramide donnée. 

a6*. Dans une pyramide triangulaire , on peut , en faisant abstraction 
de la base, ne considérer que six angles -, savoir : les angles des trois 
arêtes qui ont pour sommet commun le sommet de la pyramide , et 
les angles des plans menés par ces arêtes. De ces six angles , trois étant 
donnés, trouver celui des trois autres que l’on voudra. 

27*. Par une droite donnée , mener un plan taDgent à la surface 
d’une sphère. 

28*. Par une droite donnée dans l’espace , mener un plan tangent à 
une surface de révolution. 
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39*. Par un point donné sur une Epicycloïde sphérique , mener une 
tangente à cette courbe. 

3 o'. Une Ilclicc étant donnée sur un cylindre droit à base circulaire, 
mener une tangente à celte courbe , parallèle à un plan donné. 

Si®. Connaissant les distances d'un point, 1®. à trois points douucs ; 
a*, à trois droites données, construire ce point. 

Sa». Connaissant les angles que forment , avec la verticale , les rayons 
visuels dirigés de trois points connus vers un quatrième qui ne l’est 
pas , construire ce point. 

33 ®. Connaissant les angles que forment entre eux les rayon# visuels 
dirigés d’un point vers trois autres donnés de position, construire ce 
point. 



APPLICATIONS 

de la Géométrie descriptive aux arts graphiques . 

Stéréotomie. 

Coupe des Pierres , 

». Porte biaise, en talus, rachetant 6. Voûte d’aréte en tour ronde. 

un berceau cylindrique. v 7. Descente droite. 

3. Porte biaise , en tour ronde, 8. Descente biaise {Deux solutions). 
en talus , rachetant un berceau 9. Trompe dans l'angle, biaise, 
sphérique. 10. Trompe sur le coin. 

3 . Biais passé , ou Corne de vache. 1 1 , Vis à jour {Escalier). 

4. Arrière-voussure de Marseille. ta. Courbe rampante {Escalier. ) 

5 . Voûte d’arète , Barlongue , et 
Voûte eu arc de eloitre. 
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r. Croupe droite, 
a. Croupe biaise. 

3. Empanon déversé. 



Charpente. 

4. Noues. 

5. Pannes et Tasseaux. 
G. Courbe rampante. 



\ 



Ombres, Perspective, Lavis. 



1. Cheminées sur un comble, 
a. Puits militaire. 

3. Sphère. 

4- Niche sphérique. 

5. Vase (1 Surface de révolution). 



6. Pont. 

f. Chapiteau dorique. 

8. Piédouche. 

g. Corniche avec attique ( Pour exem- 
ple du dessin au lavis). 



-Machines. 

h 

Du Mouvement circulaire , du Mouvement rectiligne , du Mouvement 
alternatif ( ou de va et vient) circulaire et rectiligne. 

De la forme des Machines élémentaires par lesquelles ces mouvemens 
ne combinent deux à deux ; division de ces Machines en dix séries. 
Explication du Tableau contenant les Machines connues de ces dix séries. 

Théorie des Epicycloïdes planes et sphériques ; application de cette 
théorie au tracé des Engrenages cylindriques et coniques. 

11 . 

Des Moteurs , et des Machines qui reçoivent directement l’action de ces 
moteurs. 

De l'Effet dynamique pris pour unité de force. 

Méthode pour estimer ces forces , et pour comparer leurs effets à ceux 
des machines auxquelles elles sont appliquées. 

Des vitesses de rotation constantes ou variables; de la manière de les 
mesurer; des Régulateurs à force centrifuge. 
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De la force de l’homme el du cheval. 

De l'Eau considérée comme moteur. 

Des Effets dynamiques d'un cours d’eau , d'une chùte d'eau ; 

De la manière de mesurer ces EUèts. Nouvelle application du dyna- 
momètre. 

« 

De l'Ecoulement de l’eau par des tuyaux ; de la Veine contractée ; 
de la forme à donner aux tuyaux pour augmenter la quantité d’eau qui 
s’écoule par ces tuyaux. 

Des Roues à axe plein , à axe creux ; des Pendules hydrauliques ; des 
Seaux et des Chapelets ; des Siphons ; des Machines à flotteur. 

De la Fontaine de Héron ; des Lampes hydrostatiques ; de la Machine 
de Schcmniti; du Bélier hydraulique; de la Machine à colonne d’eau; 
des Réservoirs d’air comprimé. 



Des Mac/unes employées à élever l’eau, et qui ne sont pas mues direc- 
tement par l’eau. 

De la Machine hydraulique funiculaire (de Ecrrat)-, des Tubes hydrau- 
liques; de la Machine à force centrifuge; de la Vis d ' Archimède ; des 
Pompes aspirantes et foulantes ; des Pompes à soufflets ; des Pompes 
dans lesquelles des flotteurs cylindriques tiennent lieu de pistons ; de la 
Pompe à double aspiration. 

Des moyens de transmettre le mouvement à de grandes distances par 
une colonne d’eau et par un système de leviers. Exemples ; la Machine 
de Marly; la Presse hydraulique. 

III. 

De Y Air considéré comme moteur. 

Théorie du Moulin à vent ; Méthode pratique pour construire la sur- 
face des ailes. 

IV. 

Des Combustibles considérés comme moteurs. 

Des effets dynamiques des combustibles, tels que le bois, le charbon, 
la houille, etc. De la manière de comparer ces effets à ceux qui résultent 
de l’action de l’eau, du vent. 

Description d’une Machine à feu ; application du Régulateur à force 
centrifuge. 
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V. 

Machina employées dans les constructions. 

Des Cylindres; des Poulies et des Moufflcs; Usage des cylindres et 
des poulies dans les laminoirs et dans les machines à liler le lin, le 
coton et la laine. 

Des Cordes; des Nœuds de cordes. 

Des Treuils; des Cabestans. Expériences sur la roideur des cordes. 

Des Chèvres, des Grues; des Sonnettes à tiraude et à déclic; de 
l’enfoncement des pieux et des pilots au moyen de ces deux espèces 
de sonnettes. 

Des Chapelets droits , inclines ; de la Machine à curer les ports. 

Dœ Scies ou Machines à receper les pieux. 



Fi» du Programme. 



Ce Programme comprend deux parties : 

Le Traité de Géométrie descriptive et le Supplément renferment les 
solutions des problèmes généraux énoncés dans la première partie. Un 
second Supplément contiendra les applications de la Géométrie descrip- 
tive à la Perspective, aux Ombres et à la Stéréotomie. En joignant à 
ce Supplément le Traité des Machines, on aura un Cours complet de 

Géométrie descriptive. 

\ 

On fait souvent usage, dans la Géométrie descriptive, pure ou appli- 
quée , 'de propositions qu’on suppose démontrées par l’analyse : comme 
ces deux sciences se prêtent des secours mutuels, elles doivent être 
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cultivées en même tems. C’est par celte raison que, d'après l'organisation 
de l'enseignement de l’Ecole Polytechnique, les mêmes Professeurs sont 
chargés du Cours de Géométrie et d'Analyse appliquée à la Géométrie. 

Dans la première partie du Cours d'Analyse appliquée , on traite les 
questions relatives à la Ligue droite, au Plan et aux Surfaces du second 
degré. La seconde partie contient la théorie des Surfaces courbes et des 
Courbes à double courbure. On doit regarder comme une excellente 
introduction à ce Cours, l'Ouvrage de M. Carnot, qui a pour titre : 
Mémoire sur la relation qui existe entre les distances respectives de 
cinq points quelconques pris dans l'espace , suivi d’un Essai sur la 
Théorie des Transversales. Un vol. *n- 4 # . , année 1806. 

Pour ne pas donner trop d'étendue an Supplément de la Géométrie 
descriptive , 011 s’est renfermé dans les questions du Programme adopte 
pour l'instruction des élèves de l’Ecole Polytechnique. Ceux qui désire- 
ront étendre leurs connaissances en géométrie descriptive , liront avec 
intérêt un Mémoire de RI. Dupin , inséré dans le 14 e . cahier du Journal 
de l’Ecole Polytechnique. Ils trouveront dans la Correspondance de C Ecole 
Polytechnique , les solutions de plusieurs questions intéressantes d’optique 
ci d’astronomie. (Voyez tom. 1 de celte Correspondance , pag. 148, 177, 
899, et tom. a, pag. ao , 54 , 281 ( 5 * cahier). On distinguera parmi les 
articles de ce recueil, celui qui est relatif à l’intersection de deux ellip- 
soïdes de révolution, dont les axes ne se rencontrent pas. M. Chapuis , 
admis l’année dernière ( i8tt ) dans le génie maritime, a construit, par 
une méthode fort élégante, l’intersection de ces deux surfaces de révo- 
lution, en n’employant que la bgne droite et le cercle. ( Voyez tom. a, 
de la Correspondance, pag. a 56 , 5 ®. cahier. ) 
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AVERTISSEMENT. 

On indique , «Uns 1* Supplément , les article» de U Géométrie descriptive auxquels 
on renvoie , par celte abréviation : ( Art. . . . G. D. ). 

On désigne un point ou une ligne qui est dans l’espare par scs «leux projections. 
Lorsqu’on dit : le point A, A' , la ligne AB, CD , il est question d'un point dont 
A , A' sont les deux projections, ou d’une ligne dont AB, CD sont les deux projections. 
Lorsqu’on dit: le plan OP, OQ, on désigne un plan dont les traces sur des plans 
connus , sont les droites Ol’ , O0- 
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§. I er . 

De la génération des surfaces , et de leur définition 

i . Une surface est définie, lorsque , pour un point quelconque 
de cette surface , on peut assigner la ligne génératrice constante 
ou variable de forme qui passe par ce point. Dans un grand 
nombre de cas , la position de la génératrice , qui correspond 
à un point déterminé de la surface , n’est pas donnée direc- 
tement ; elle dépend de certaines conditions relatives à la forme 
et à la loi du mouvement de cette ligne. 

Exemple. La surface la plus générale qu’on puisse engendrer 
par une droite mobile dans l’espace , est déterminée , lorsqu’on 
assujettit cette droite à s’appuyer constamment sur trois courbes 
fixes , dont la forme et la position sont données. Cette condition 
détermine, en effet, toutes les positions delà droite mobile; car, 
ayant pris un point sur la première courbe, si l’on regarde ce point 
comme le sommet d’une surface conique qui a pour base la seconde 

z 
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courbe,* et qui coupe la troisième courbe en un ou plusieurs 
points , les droites menées par ces derniers points , et par le 
point pris sur la première courbe directrice, s’appuient à-la-fois 
sur les trois courbes données. 

a. Une surface quelconque peut être considérée comme 
l’enveloppe de l'espace que parcourt une autre surface mobile 
constante ou variable de forme. Les intersections successives de 
la surface mobile appartiennent à la surface enveloppe , et cha- 
cune d’elles peut être regardée comme la génératrice de cette 
enveloppe. 

De toutes ces surfaces enveloppes , la plus simple est la sur- 
face développable. Elle est l’enveloppe de l’espace que parcourt 
un plan , quelle que soit la loi du mouvement du plan. Les 
droites intersections du plan mobile sont les génératrices de la 
surface ; et comme un plan quelconque est coupé par les deux 
plans qui lui sont adjacens , il s’ensuit que deux génératrices 
consécutives de la surface développable se rencontrent; les points 
de rencontre de ces génératrices forment une courbe qu’on 
appelle Ÿ arête de rebroussement de la surface. Cette courbe 
étant donnée , la surface développahle à laquelle elle appar- 
tient , comme arête de rebroussement, est déterminée; car, si 
on mène les tangentes à cette courbe , et si on les prolonge 
indéfiniment , de part et d’autre de la courbe , on formera 
évidemment deux nappes de surfaces, séparées par l’arête de 
rebroussement. Les surfaces coniques sont des surfaces déve- 
loppables dont l’arête de rebroussement se réduit à un point. 

3. Les côtés de l’angle formé par deux tangentes consécutive» 
de l’arête de rebroussement , comprennent un élément plan de 
la surface développable. Tous ces élémens réunis sur un plan 
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sans discontinuité, et dans l’ordre où ils sont placés sur la surface,' 
forment ce qu’on appelle le développement de la surface. Une 
courbe quelconque de la surface devient sur le développement 
une courbe plane. Supposons qu’elle ait pour tangentes des 
droites T, T', T'*... qui -la touchent aux points par lesquels 
passent les droites A , A', A", etc. de la surface développable. 
En nommant/, t',t"... a , a! ,a ,r ... ce que deviennent les tan- 
gentes T, T', T"... et les droites A, A', A n ... sur le dévelop- 
pement, il est évident que les angles des droites A et T, A' 
et T', A" et T" , etc. sont égaux aux angles des droites a et /, a! 
et f , a " et etc. puisque les côtés de ces aDgles sont contenus sur 
le même élément plan de la surface développable. La ligne de la 
surface développable touchée par les droites T, T', T"... devient 
dans le développement, tn ^ourbe plane touchée par les droites 
/, t! , /"...; donc si par les points de contact de cette dernière 
courbe, et des droites /, t', /"... on mène d’autres droites 
a , a' , a" ... qui fassent avec les tangentes /, / / , /".... des SHgles 
égaux à ceux que les tangentes T, T', T"... font avec les 
droites A, A', A"... de la surface développable , la suite des 
angles formés par les droites <z', a",., sera le développement 
de la surface. 

On voit que pour obtenir ce développement , il faut connaître 
une courbe de la surface développable , telle qu’un point quel- 
conque de cette courbe , et sa tangente en ce point , soient déter- 
minés de position et sur la surface et sur le développement ; on 
peut appeler cette courbe axe du développement. Ayant le déve- 
loppement d’une surface, on construira sur le plan de ce déve- 
loppement une ligne quelconque de la surface , en considérant 
un point de cette ligne comme l’extrémité d’une droite de la sur- 
face développable, dont l’autre extrémité sera sur l’axe du 
développement. 
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Pour développer les cylindres , on prend ordinairement 
pour axe de développement le contour de la section perpen- 
diculaire aux arêtes du cylindre. Au moyen de cette section , on 
construirait une hélice dont la tangente ferait avec la génératrice 
. du cylindre un angle déterminé , et cette hélice pourrait être 
considérée comme un second axe de développement. 

Lorsqu’il s’agit de développer une surface conique , on prend 
pour axe du développement , l’intersection du cône et d’une 
sphère d’un rayon quelconque , dont le centre est aù sommet 
du cône. Il est évident que tous les points de cette intersec- 
tion sont à égale distance du sommet du cône ; d’où il suit que 
cette intersection devient sur le développement du cône, un cercle 
d’un rayon égal à celui de la sphère. 

4. La surface qu’on a définie (§. I , art. 1), et qu’on nomme 
dans les arts surface gauche , a , comme les surfaces dévelop- 
pables , la ligne droite pour génératrice , mais elle n’a pas 
d’arête de rebroussement. Deux droites consécutives de la 
surface gauche sont coupées par une troisième droite qui leur 
est perpendiculaire , et les pieds de ces perpendiculaires forment 
sur celte surface , une courbe remarquable , qu’on peut appeler 
courbe de striction. 

1 

5 . Trois courbes dirigent le mouvement d'une droite qui 
engendre une surface gauche. Deux courbes suffisent , lorsque 
la surface est développable. La condition d’être développable 
tient lieu de la troisième directrice. En effet , soient À et B 
les deux courbes données. Ayant pris sur la courbe A , un point 
quelconque , on peut considérer ce point comme le sommet 
d’une surface conique , qui a pour base la courbe B , et tout 
plan tangent à cette surface passera par une tangente à la. 
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courbe B. Donc , si , par la tangente à la courbe A , qui cor- 
respond à un point pris à volonté sur cette courbe, on mène un 
plan tangent à la surface conique , ce plan passera par deux 
tangentes, l’une à la courbe A, l’autre à la courbe B. En faisant 
varier le point pris sur la courbe A , on obtiendra une nouvelle 
position du plan tangent aux courbes A et B; l’enveloppe de 
l’espace parcouru par cc plan sera la surface développable assu- 
jettie à passer par les deux courbes A et B. 

Ee mouvement du plan qui engendre une surface dévelop- 
pable , est encore déterminé par la condition d’être tangent à 
deux surfaces , dont la forme et la position sont connues ; car , 
un point quelconque de l’espace peut être considéré comme le 
sommet de deux surfaces coniques circonscrites aux surfaces 
données j le plan tangent A ces deux cônes est une des positions 
du plan mobile. Faisant varier le sommet des cônes circonscrits, 
le plan mobile tangent aux cônes sera déterminé de position , et 
l’enveloppe de l’espace parcouru par ce plan sera la surface 
développable assujettie à toucher deux surfaces données. Les 
courbes de contact de deux surfaces avec une surface développable 
étant connues, on construirait encore la surface développable, 
en l’assujettissant à passer par les deux courbes de contact. 

6. Les surfaces de révolution sont des surfaces enveloppes 
qui ont pour enveloppées génératrices , ou la sphère , ou le 
cône droit, ou le cylindre dont la base est la courbe génératrice 
méridienne. Ayant mené par tous les points de la courbe géné- 
ratrice méridienne , les tangentes et les normales à cette courbe , 
le cône droit qui a pour axe , l’axe de révolution et pour arête la 
tangente , la sphère qui a son centre sur cet axe , et pour 
rayon la portion de la normale , comprise entre la courbe et l’axe 
de révolution, touchent évidemment la surface de révolution 
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suivant un cercle; donc chaque cercle est l’intersection de deux 
cônes droits , ou de deux sphères , circonscrits à la surface de 
révolution ; donc la surface de révolution est l’enveloppe de 
l’espace que parcourt un cône droit ou une sphère. 

7. La courbe génératrice méridienne peut , dans toutes 
ses positions , être considérée comme la base d’un cylindre 
dont les arêtes sont perpendiculaires au plan de cette courbe ; 
or ce cylindre est évidemment circonscrit à la surface de révo- 
lution ; donc , elle est l’enveloppe du cylindre qui a succes- 
sivement pour base la courbe génératrice, et pour arêtes des 
droites perpendiculaires au plan de cette base. 

8. L’enveloppe de l’espace que parcourt une sphère cons- 
tante ou variable de rajon , dont le centre se meut sur une 
courbe donnée , est d’un genre de surfaces enveloppes qu’on 
nomme surfaces canaux. Lorsque le rayon de la sphère est 
constant , et lorsque la ligne que parcourt le centre , est un 
cercle, la surface eHveloppe de la sphère mobile est annulaire. 

Des surfaces du second degré. 

9. La position d’un point dans l’espace est donnée , lors- 
qu’on connaît (art. 5 , G, D) ses distances à trpis plans fixes 
perpendiculaires entre eux. On nomme ces trois distances , les 
coordonnées du point , et les droites intersections des plans 
rectangulaires , axes des coordonnées. Si le point doit se trouver 
sur une surface dont la forme et la position sont connues , de 
ces trois coordonnées, deux suffisent pour déterminer sa posi- 
tion , car il est à-la-fois sur une parallèle à l’un des axes des 
coordonnées , et sur une surface connue ; donc , il est à l’inter- 
section de la snrface et de cette parallèle. Ainsi , lorsqu’un 



/ 
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point est assujetti à se trouver sur une surface., il y a une 
telle relation entre les coordonuées de ce point, que deux étant 
donuées , la troisième est déterminée. Cette relation est ce que 
l’on nomme X équation de la surface. Lorsqu’elle est algébrique 
et du second degré , elle représente la surface qu’on nomme 
turf ace du second degri. Ainsi , en nommant x , y , z , les 
coordonnées d’un point dans l'espace , l’équation algébrique 
la plus générale entre ces trois quantités , représente la surface 
la plus générale du second degré. 

ïo. Cette définition des surfaces du second degré ne suppose 
que les premières notions d’algèbre ; mais il faut avoir acquis 
des connaissances assez étendues sur ccttc science , poux 1 déduire 
de l’équation ftéwé wd» d es , surfaces du second degré , les pro- 
priétés qui les caractérisent. Cependant , à cause de l’usage 
fréquent de ces surfaces dans les arts graphiques , il est indis- 
pensable d’en bien connaître, sinon les propriétés, du moins 
la forme et la génération , et on peut acquérir ces connaissances 
par de simples considérations de géométrie. 

On sait qu’un cône droit peut être coupé par un plan suivant 
ces trois courbes , l’ellipse , la parabole , l’hyperbole. Lorsque 
le plan coupant est parallèle à une arête du cône , la section 
est une hyperbole : lorsqu’il est parallèle à-la-fois, et à l’arête, 
et au plan qui touche le cône, suivant cette arête, la section 
est une parabole : dans tout autre cas , elle est une ellipse. 
Ces trois courbes sont symétriques par rapport à des droites 
perpendiculaires entre elles , qu’on nomme axes principaux 
de la section conique. Elles ont des sommets , et ces sommet» 
sont les points de rencontre de la courbe et de ses axes prin- 
cipaux. Nous supposons qu’on sache tracer ces courbes , au 
moyen de leur axes principaux. 
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Qu’on imagine , par un point quelconque de l’espace ÿ trois 
droites perpendiculaires entre elles , et supposons que deux de 
ces droites étant dans un plan horisontal , la troisième droite 
soit verticale. Concevons que le point commun à ces trois droites 
soit le centre de trois sphères des rayons a , b , c , ces sphères 
coupent les trois droites en six points , tels que les deux points 
placés sur la même droite sont distans des quantités a a ,2 b , 2 c.' 

Cela posé, ou construira deux ellipses qui auront pour centre 
commun, le point d’intersection des trois droites rectangulaires; 
et pour axes principaux , l’une les deux droites 2 a et 2 b ÿ 
et l’autre les deux droites %a et 2 c. Ayant mené , par 
la droite 2c, une suite de plans qui coupent la première 
ellipse suivant une autre droite passant par le centre de cette 
ellipse , on construira sur ces deux droites comme axes prin- 
cipaux , une nouvelle ellipse. La suite d’ellipses qui ont pour 
axe commun la droite 2c, appartiendra à une surface du second 
degré , qu’on nomme ellipsoïde. Si on conçoit des hyperboles 
qui ont pour un de leurs axes principaux la droite 2c , et 
pour sommets des points de l’ellipse construite sur les droites 2a ,• 
2 b, comme axes, cette suite d’hyperboles appartient à une 
seconde surface du second degré , que j’ai nommée hyperbo- 
loïde à une nappe . 

il. Substituant à l’ellipse qui a pour axes les droites 2 a 
et 2 b, une hyperbole construite sur les mêmes axes, et dont 
les sommets réels sont à l’extrémité de l’axe 2a , on mènera 
par l’axe 2 c une suite de plans dont chacun coupera le plan de 
l’hyperbole suivant une droite. Prenant la portion de cette droite 
comprise entre les deux branches de l’hyperbole, pour l’axe 
d’une nouvelle hyperbole qui a pour second axe la droite a c, 
la suite de ces nouvelles hyperboles appartient à une troisième 
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surface du second degré , qu’on nomme hypcrboloïde à deux 
nappes. 

Les trois droites 2 a , 2 b , 2 c sont les axes principaux de la 
surface du second degré. Les points de rencontre de ces axes 
avec la surface en sont -les sommets; dans l’ellipsoïde, les six 
sommets sont réels; dans l’hyperboloïde à une nappe, le nombre 
de sommets réels se réduit à quatre, et deux dans l’hyper- 
boloïdc à deux nappes. Deux autres surfaces du second degré 
que j’ai nommées paraboloïde elliptique et paraboloïde hyper- 
bolique , n’ont qu'au seul sommet réel. 

12. Qu’on imagine deux plans perpendiculaires entre eux, et 
deux paraboles dont les grands axes Soient dirigés suivant l'inter- 
section de cêsplans/eiqui aient {four sommet commun un point de 
cette intersection. Supposons de plus les paraboles d’amplitudes 
différentes; l’une des paraboles restant fixe, faisons mouvoir 
l’autre de manière que leurs plaas soient toujours rectangulaires,' 
et que le sommet de la parabole mobile soit constamment sur 
la parabole fixe. La puvtibolcjUQbüc.ilécrira dans ce mouvement 
le paraboloïde elliptique, si elle diverge dans le memeSens 
que la parabole fixe , et si elle diverge en sens contraire, elle 
décrira le paraboloïde hyperbolique. 

1 3 . J.’ai fait voir que toutes les espèces de. surfaces du second 
degré se réduisaient aux cinq suivantes : l’ellipsoïde, l'hyper- 
holoïde à une nappe ,«l’hypeHt)oloï<ie à deux nappes, le para- 
boloïde elliptique , le paraboloïde hyperbolique. Les constantes 
qui déterminent ces cinq surfaces , peuvent avoir entre elles cer- 
taines relations qui les transforment en d'autres surfaces du second 
degré , telles que la sphère , le cône, le cylindre , etc. Lorsque 
deux des trois axes 2 a, 2 b, 2 c, île l'ellipsoïde ou de l’hypcr- 
boloïdc sont égaux, ccs surfaces sont de révolution, et ont pour 
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axe de révolution celui des trois axes qui n’a pas d’égal. Lorsque 
les trois axes sont égaux, l’ellipsoïde se change en une sphère. 

14. Nous avons démontré (Application de l'analyse à la géomé- 
trie , surfaces du second degré) que l’hyperboloïde à une nappe 
peut être engendrée par une droite de deux manières différentes ; 
si la droite génératrice est constamment perpendiculaire au plan 
de la section principale elliptique, construite sur 2a et ïb comme 
axes , l’hyperboloïde à une nappe devient un cylindre droit 
elliptique. Le paraboloïde hyperbolique peut aussi être engendré 
par une droite de deux manières différentes, mais dans chaque 
système de génération , la droite génératrice est constamment 
parallèle à un même plan. On verra au paragraphe /L de 
ce Supplément , qu’il suit de cette propriété que le paraboloïde 
hyperbolique ne peut pas être cou pépar un plan suivant une 
courbe fermée. 

1 5 . L’hyperboloïde à une nappe devient un cône droit à 
base elliptique , lorsque l’ellipse construite sur les deux axes 
2 a , 2 b se réduit à un point, tandis que le troisième axe 2 c 
devient infini. Le cône est la plus simple des surfaces du second 
degré qui peuvent être coupées suivant les trois courbes du second 
degré , l’ellipse, la parabole, l’hyperbole. Il jouit, ainsi que toutes 
les surfaces du second degré (en observant que sur le paraboloïde 
hyperbolique, les cercles sont d’un rayon infini, et se con- 
fondent avec les droites de cette* surface ) de la propriété d’être 
coupé par deux systèmes de plans différemment inclinés , suivant 
des cercles. Prenant un de ces cercles pour sa base , la perpen- 
diculaire abaissée du sommet sur le plan de ce cercle ne passe 
pas par le centre du cercle ; et par cette raison , on le nomme 
cône oblique. Lorsqu’on cherche quelle est la surface engendrée 
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par l’intersection de deux plans rectangulaires , qui se meuvent 
de manière que ces plans dans toutes leurs positions comprennent 
.un angle donné, on trouve que cette surface est un cône 
oblique. En effet, soient (PI. i ,fig' a) OP, OQ les deux côtés 
d’un angle par lesquels on mène deux plans perpendiculaires 
entre eux , et OA la projection de l’intersection de deux de ccs 
plans sur le plan de l’angle POQ. Ayant mené une droite 
quelconque DC perpendiculaire à OA , considérons cette droite 
comme la trace d’un plan perpendiculaire à l’intersection des deux 
plans rectangulaires , et qui coupe ces plans suivant des droites, 
rectangulaires passant par les points C et D. 

On formera dans l’espace deux triangles rectangles , qui 
auront un sommet commun sur«la droite intersection des deux 
plans rectangulaires , et pour hypothénuses les droites OD , DC ; 
d’où il suit que le sommet commun aux deux triangles est sur 
le cercle d’intersection des deux sphères décrites sur OD et DC,' 
comme diamètres. Ces deux sphères se coupent suivant le petit 
cercle dont le plan est perpendiculaire à celui de l’angle POQ ,* 
et dont le diamètre BD perpendiculaire au côté OP de eet 
angle, est la corde commune aux deux grands cercles DABO 
et. CBD des sphères ; or , quelle que soit la corde DC menée 
par le point D dans l’angle POQ , le petit cercle d’intersection 
des sphères décrites sur DC et sur OD comme diamètres , ne 
variera pas ; donc ce petit cercle est le lieu géométrique des 
sommets des triangles rectangles , qui ont pour hypothénuses 
la droite de longueur constante OD et la droite variable DC ; 
donc on peut le considérer comme la base d’un cône oblique , 
dont les arêtes sont les intersections de deux plans rectangulaires , 
assujettis à se mouvoir entre les côtés d’un angle donné. 

Au lieu de prendre le point fixe D sur le côté OQ de l’angle 
POQ , on peut le supposer pris sur le côté OP. On démontre 
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de la meme manière que la droite intersection de deux plans 
rectangulaires assujettis à se mouvoir entre les côtés d’uu angle 
donné, engendre un cône oblique, qui a pour base un cerele . 
dont le plan est pcrjicndiculairc au second côté OQ de l’angle 
donné. Donc ce cône oblique jouit, comme tous les autres 
cônes, de la propriété d’être coupé • suivant un coule par 
deux systèmes de plans différons. Dans ce cas particulier, les 
plans coupans sont perpendiculaires aux arêtes du cône, situées 
dans le plan des centres des deux bases circulaires. 

16. Les sections laites par des plans parallèles sur toutes les 
surfaces du second degré sont semblables. Cette proposition qu’on 
démontre par l’analyse , est évidente pour le cône oblique, que 
l’on peut considérer comme la limite des pyramides qui auraient 
même sommet que le cône , et dont les bases seraient des 
polygones réguliers, inscrits à l’une des deux bases circulaires 
de ce cône. 



§. II. 

Des questions relatives à la ligne droite et au plan. 

Le programme qui précède ce Supplément contient la série des 
questions relatives à la ligne droite et au plan , qui- forment les 
préliminaires de la Géométrie descriptive. On a ajouté dans le pa- 
ragraphe suivant quelques articles <\ ces préliminaires. Les ques- 
tions qu’on y a traitées, sont marquées des numéros qui indiquent 
leur rang dans le Programme. 

17. Question ( 3 ). Construire le plan qui passe par trois points 
donnés dans l’espace. 
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Solution. Après avoir joint les points donnés par des droites, 
on cherche les points de rencontre de ces droites avec les plans 
de projection ; les droites qui unissent ces points sont les traces 
demandées. 

Si les droites menées par les points donnés, rencontraient les 
plans de projection , en des points situés au dehors de la 
feuille de dessin , on leur substituerait d’autres droites, qui s’ap- 
puieraient sur deux quelconques d’entre elles. 

Soient (PI. i , fig. i du Supplément) A, Ji, C les projections 
des trois points' donnés , a, b, c les projections verticales des 
memes points; les droites qui unissent ccs points coupent le plan 
horisortal en L, M, N, et le plan vertical en P, Q, R; 
les droites L.MN , l’QJî s ont les traces du plan demandé. Ccs 
traces ont un point commun S sur la droite d’intersection des 
deux plans de projections. 

18. Un plan étant donné par scs deux traces LS, SP, et con- 
naissant une seule projection d’un point situé dans cc plan , on 
propose de déterminer la seconde projection de ce point ? 

Soit A la projection horisontalo' d’un point du plan dont les 
traces sont LS, SP; il s’agit de trouver la projection verticale a 
de ce même point. On concevra par ce point une parallèle à la 
trace liorisontale LS, ou une parallèle à la trace SP. La paral- 
lèle à la trace LS a pour projections liorisontale et verticale, les 
droites AF, «G parallèles l’une à LS, l’autre à TS , et les 
deux points F et G sont situés sur une droite FG perpen- 
diculaire à l’intersection ST des deux plans de projection. 
Le point a sc trouvant à-la-fois et sur la droite G a et sur la 
perpendiculaire A a à ST, est à la rencontre de ces deux droites. 

La parallèle à la trace PS a pour projections les droites AK, 
Ha , l’une parallèle à TS , et l’autre parallèle à FS , et le 
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point II est la projection verticale du point K j donc le point a 

est à la rencontre des deux droites A a , IIo. 

19. Maintenant 011 suppose que le plan donné par les deux 
traces LS , SP tourne autour de sa trace sur le plan horisontal 
ou autour de sa trace sur le plan vertical , pour venir s’appliquer 
ou sur le plan horisontal ou sur le plan vertical ; et on demande 
quelle est après ce mouvement, la position d’un point du plan, 
dont on connaît les deux projections? 

Lorsqu’on fait tourner uu plan autour d’une droite comme 
charnière , chaque point du plan décrit un cercle dont le plan 
est perpendiculaire à la droite, et dont le centre est sur celte 
droite. Donc lorsque le plan donné par ses deux traces SL , SP, 1 
tourne autour de la trace liorisontale SL , le point (A , a ) ( c’est- 
à-dire dont les projections sont A et a) décrit un cercle dans 
le plan vertical ADa ; , et le centre de ce cercle est en D. Le 
rayon de ce cercle est l'hypothénuse d’un triangle rectangle 
qui a pour côtés les. droites AD, A 'a. Donc si l’on porte la 
droite AD en A'D' , la droite aW =. D a' est le rayon du 
cercle décrit par le point ( A , a ) ; a' est la position de ce 
point , lorsque le plan ( LS, SP ) auque] il appartient , est abattu 
sur le plan horisontal. 

On peut remarquer que le point a' est encore à l’extrémité de la 
droite Kct' = lin. Si le plan eût tourné autour de la trace SP , 
pour venir s'appliquer sur le plan vertical , le point (A, a ) ««irait 
pris la position a " , telle que G a" — FA, cm" étant perpen- 
diculaire à SP. 

20. Question ( 5 ). Une droite et un plan étant donnés, trouver 
les projections du point où la droite rencontre le plan. 

Solution. O11 mène par la droite donnée un plan quelconque; 
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qui coupc le plan donné suivant une droite; le point commun 
ù cette droite et à la droite donnée est le point cherché. 

Soient (PI. i , flg. 2 , du Supplément ) SL , SP les traces du 
plan donné ; AB , ah les projections de la droite qui coupe le 
plan. Le plan vertical AB coupe le plan donné suivant une 
droite dont la projection verticale est P d. L’intersection a de 
cette droite P d et de la droite ah est la projection verticale 
du point cherché , et A en est la projection horisontale. 

Par la même raison le plan a hf L , perpendiculaire au plan 
vertical , coupe le plan donné LSP , suivant une droite LA 
dont la projection horisontale coupe la droite donnée AB 
au point A , projection horisontale du point demandé. 

Au lieu de mener par la droite donnée un plan perpendi- 
culaire à l’un des plans de projection , on peut concevoir par 
cette droite un plan quelconque ( pl. 2, J/g. 3 du Supplément ) 
LltT Pli', dont les traces sont assujetties à passer par les points 
Ti et 11', où la droite donnée rencontre les plans de projection. 

Ce plan et le plan donné se coupent suivant une droite qui se 
projette en LX et L'P. Ces deux projections coupent les projec- 
tions AB , ah , de la droite donnée en deux points A et a } qui 
sont les projections du point cherché. 

21. Question (6). Par un point donné mener une perpendi- 
culaire à un plan donné , et construire les points de rencontre 
de la droite et du plan. ' 

La proposition qui sert de base à la solution de ce problème 
(art. 16, G, D, pag. 24) est une de celles dont on fait le , 
plus souvent usage dans la géométrie descriptive. Yoici son 
énoncé ; 

Lorsqu’une droite est perpendiculaire à un plan , les projec- 
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tions de la droite sont perpendiculaires aux traces du plan , et 

réciproquement. 

Pour démontrer cette proposition , il faut remarquer que 
lorsque deux plaus sont perpendiculaires entre eux , toutes les 
lignes droites ou courbes tracées sur l'un , se projettent sur 
l’autre suivant leur intersection commune, en sorte qu’on peut 
dire que cette intersection commune est la projection du premier 
plan sur le second , ou du second sur le premier. 

Soit D une droite quelconque , P le plan qui lui est perpen- 
diculaire , et II le plan sur lequel on la projette ; il s’agit de 
démontrer que la trace du plan P sur le plan II est perpendicu- 
laire à la projection de la droite D sur le même plan II. 

Le plan par lequel on projette la droite 1) sur le plan H, 
est par hypothèse perpendiculaire à ce plan; de plus il est 
perpendiculaire au plan P , puisqu'il passe par la droite D qui 
lui est perpendiculaire; donc il est perpendiculaire à la droite 
d’intersection des plans P et II ; doue il coupe le plan H suivant 
une perpendiculaire à cette droite. Mais cette perpendiculaire 
est, d’après la remarque qui précède, la projection de la droite 
I) sur le plan II > donc cette projection est perpendiculaire à 
la trace des plans P et II. 

22 . La réciproque est encore vraie; c’est-à-dire que si les deux 
projections d’une droite sont perpendiculaires aux traces d’un 
plan ; ce plan est perpendiculaire à la droite ; car si par chaque 
projection de la droite D on conçoit le plan perpendiculaire au 
plan de projection-, on aura deux plans, dont la droite II est 
l’intersection commune ; or chacun do ccs plans est perpendi- 
culaire au plan donné par ses traces: donc leur intersection, 
et par conséquent la droite 1), est perpendiculaire à ce der- 
nier plan. 
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23. Problème (12). Deux droites étant données dans l’espace, 
i°. construire leur plus courte distance, 2 0 . déterminer la por- 
tion de la droite sur laquelle se mesure cette distance. 

Solution. i°. Quelle que soit la position de deux droites dans 
l’espace, on peut par un point quelconque donné, mener un 
plan parallèle à ces deux droites; car pour qu’un plan soit paral- 
lèle à une droite, il suffit qu’il passe par une parallèle à cette 
droite; donc si par un point donné , on menait des parallèles 
à deux droites dont la position serait connue , le plan qui 
passerait par ces deux parallèles , serait parallèle aux deux 
droites données. 

2 0 . Lorsqu’une droite est parallèle à un plan, la projection 
de cette droite sur ce plan , est parallèle à la droite même. 

Cela posé , nommbns D et IL les deux droites données , et 
concevons par chacune de ces droites un premier plan parallèle 
à-!a-fois à l’une et à l’autre , et un second plan perpendicu- 
laire au premier. Ces deux plans menés par les droites D et D 7 
perpendiculairement au plan parallèle à oes mêmes droites, se 
coupent suivant une troisième droite P, qui est perpendiculaire 
aux droites D et D', car elle est perpendiculaire à deux plans pa- 
rallèles qui les contienuent ; c’est donc sur cette droite P que 
se mesure la plus courte distance des droites D et D'. On obtien- 
dra la portion de la droite P comprise entre les droites D et D' 
par la construction suivante. 

Soient (PI. 2 , Jig. 4) AB , ai les projections liorisontale et 
verticale de la droite D; CD , cd les projections de la droite XK. 
La droite D coupe le plan vertical de projection en un point b , 
dont la projection liorisontale est B. Si l’on conçoit par le 
point b une parallèle à la droite D' , dont les projections hori- 
sontale et verticale sont BE et lie ; cette parallèle coupe le plan 

3 
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horisonfal au point E ; donc le plan parallèle aux deux droites 
D et D' , mené par la droite D * coupe le plan horisont.il suivant 
AEF , et le plan vertical suivant F b ; le point F commun 
aux deux traces, est sur la commune intersection LM des plans 
de projection. Désignons ce plan par la lettre L. 

La droite D' coupe le plan horisontal au point C , dont la 
projection verticale est c. La projection de ce point sur le plan L 
est sur la droite perpendiculaire à ce plan, dont les projections 
CG, cg sont perpendiculaires aux traces AF, FA du plan L. Mais le 
plan vertical CGH coupe le plan L suivant une droite dont 
la projection verticale est gh ; donc le point i intersection des 
droites gfh , cK est la projection verticale de la projection du 
point C sur le plan L, et le point 1 en est. la projection hori- 
eontalc. La droite D', à laquelle appartient le point C, se 
projette sur le plan L, suivant une droite parallèle à elle- 
même; donc cette droite a pour projections IN, in, parallèles 
à CD , cil ; elle rencontre la droite D en un point dont les 
projections sont N et n. 

Ce point , intersection de la droite D et du plan qui projette 
la droite D 7 sur le plan L , appartient à la perpendiculaire aux 
deux droites D et D'; or cette perpendiculaire aux deux droites 
est aussi peipcndiculairc au plan L ; donc elle a pour projec- 
tions les droites PNQ , priR perpendiculaires aux traces AF, F b 
du plan L. La portion de celte perpendiculaire comprise entre les 
deux droites données, ayant pour projections les droites PN , pn' 
on en construira la longueur, et on aura la plus courte distance 
des deux droites D et D 7 en grandeur et en direction. 
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§. III. 



Des plans tangent aux surfaces courbes. 

24. T e plan qui touche une surface en un point est l’élément 
de la surface qui correspond à ce point , prolongé indéfiniment, 
comme la tangente à une courbe est l’élément de cette courbe 
prolongé indéfiniment. Il suit de cette définition que le plan 
tangent contient les tangentes à toutes les sections de la surface qui 
passent par le point de contact, et que deux de ces tangentes 
déterminent la position du plan tangent. Il n’y a qu’un seul 
cas où le plan mené par deux tangentes qui partent d’un 
même point d’une surface, coupera cette surface; c’est lorsque 
les deux tangentes se croiseront au point d’intersection de deux 
branches d’une même courbe : d’où il suit que toutes les fois 
que deux tangentes partiront d'un même point d’une surface, et 
toucheront deux courbes différentes , le plan mené par ces deux 
tangentes sera nécessairement tangent à la surlace. 

Les considérations sur la sphère , qui est la surface la plus 
simple et la plus régulière , conduisent à plusieurs théorèmes 
très - intéressans , que M. Monge a démontrés ( art. 36 — 44, 
G. D. ). Il a donné la solution des questions suivantes. 

i°. Par une droite donnée , mener un plan tangent à la surface 
d’une sphère. 

2 0 . Par un point donné , mener un plan tangent à-la-fois 
aux surfaces de deux sphères. 

3 °. Mener un plan tangent à trois sphères données de gran- 
deur et de position. 

Je vais ajouter à la solution de ces trois questions celle du 
problème suivant. 
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Déterminer le centre et le rayon d'une sphère tangente à 
quatre sphères données ? 

Du contact de la sphère et du plan. 

25 . Deux sphères étant données , concevons les deux cônes 
droits circonscrits à ces sphères , qui ont pour axe commun la 
droite qui unit les centres des sphères. L’un de ces cônes a son 
sommet au-delà des centres; l’autre est placé entre ces centres. 
Pour les distinguer, nous nommerons le premier, cône circonscrit 
extérieur , et l’autre cône circonscrit intérieur. En considérant 
à-la-fois deux sphères et les deux cônes circonscrits à ces sphères, 
il est évident que par un point donné , on ne peut mener que 
quatre plans tangens aux deux sphères , puisque par ce point on 
ne peut mener que deux plans tangens à chacun des deux 
cônes circonscrits. 

26. Pour démontrer qu'un plan tangent à trois sphères ne 
peut les toucher que de huit manières différentes , nous conce- 
vrons les six cônes extérieurs et intérieurs circonscrits aux trois 
sphères , et nous désignerons les sommets des trois cônes exté- 
rieurs par les lettres S , S' , S" , et les sommets des trois cônes 
intérieurs par les lettres s , y, s". De ces six cônes, les trois qui 
sont touchés par un môme plan , ont leurs sommets sur une 
même droite , et celte droite est (art. 42 , ■G. 1 ). ) l’intersection du 
plan tangent aux trois sphères et du plan qui passe par les centres 
de ces sphères. De plus, les six sommets S, S', S ", s, y , s" sont 
distribués sur quatre droites. En effet , dans les combinaisons 
de ces six sommets trois à trois, il faut exclure, i°. celles 
dans lesquelles entrent S et s , ou S' et y , ou S" et s" , parce 
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que le même plan ne peut pas toucher à-la-fois les deux cônes 
extérieur et intérieur circonscrits à deux sphères ; 2°. celles où 
il entre un des trois sommets s, st , s" avec deux des trois som- 
mets S, S', S", parce que le plan qui touche deux quelconques 
des trois cônes extérieurs , touche nécessairement le troisième ; 
3°. enfin la combinaison s, s', s " , parce que le plan qui touche 
deux cônes intérieurs, touche nécessairement un extérieur; donc 
les combinaisons des sommets trois à trois se réduisent aux quatre 
suivantes : 

• S S' S" — Ss's" — j SV' — s s' S", 

elles déterminent quatre droites par chacune desquelles on peut 
mener des plans tangens à l*One quelconque des trois sphères 
données ,■ ce qui fixe à huit le nombre de plans qui peuvent 
toucher ces sphères. 

De la sphère tangente à trois autres sphères. 

27. Lorsque deux sphères se touchent , la distance de leurs 
centres est égale à la somme ou à la différence de leurs rayons ; 
donc si l’on nomme A, Jî, C les sphères touchées, et a, b, c 
leurs rayons , T la sphère touchante et t son rayon; le centre 
de la sphère T est sur l’une des deux sphères a! , a" qui sont 
concentriques à A , et qui ont pour rayons t -{- a et a. Par 
la même raison , il est sur une des deux sphères b ' , b” con- 
centriques à B , qui ont pour rayons t -f- b et t — b ; il est enfin 
sur une des deux sphères d , c" concentriques à C , qui ont 
pour rayons t -f- c et t — c. D’où il suit que le centre de la 
sphère T est le point commun à trois des six sphères a' , a " , 
b' , b", d , d'. Or en excluant des combinaisons de ces six 
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sphères, prises trois à trois, celles dans lesquelles entrent les 
sphères a ' , a ", ou b ' , b", ou d , c"; parce que des sphères 
concentriques ne peuvent pas se couper , ces combinaisons se 
réduisent aux huit suivantes : 

I.O. a' b'd , 2°. a' 1 / c" , 3 °. a' h"c ' , 4 0 . a' b” c" 

5°. a" b' d , 6°. a"b'd', 7°. a"b"d , 8". a"b"d'. 

• « 

De plus chaque système de trois sphères qui se coupent, déter- 
mine par leur intersection deux points qui leur sont communs ; 
donc les huit combinaisons précédentes donnent seize points pour 
le centre de la sphère T , qui peut toucher trbis sphères don- 
nées A , B , C. Ce nombre se réduit à huit lorsque la sphere 
touchante est d’un rayon infini , c’est-à-dire lorsqu'elle devient 
surface plane ; car dans ce cas les trois splieres d un même 
système • deviennent trois plans qui n ont qu un seul point 
commun. 

De la courbe que parcourt le centre d’une sphère mobile 
qui touche constamment trois sphères Jixes. 

28. Cette courbe jouit de la propriété que si l’on prend 
un point quelconque sur son contour , les distances de ce 
point aux centres des sphèçes fixes diffèrent entre elles d’uné 
quantité constante et indépendante du rayon de la sphère 
mobile ; en sorte que nommant d , d' , d" les distances de ce 
point aux centres des sphères fixes , les quantités d — d ' , 

d' d !' , d" — d sont constantes , quelle que soit la sphère 

tangente. En effet , adoptant les dénominations précédentes , 
les distances d , d ! , d!’ peuvent avoir les huit systèmes de valeurs 
suivantes , qui correspondent aux huit combinaisons des 
sphères a', a", b', y, d, d' ( art. 27 ). 
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î°. d = t -f- a , 


d' = t -f- b , 


d" = t - f- C, 


d =■ t -f- a , 


d.' — t -j- b , 


d” —t — C, 


3°. d = t -{- 0 , , 


d' — t — b ,• 


d"=zt+C, 


4 0 . ■ d = t “J- cl , 


d' — t — b , 


d” —t — c, 


5°. d — t — a , 


d' = 1 4 - b , 


d"=zt-\- c, 


6°. d=t — a , 


d’ = t -f * , 


d" — t — c, 


7 0 . d — t — a , 


d' — t — b , 


d" = t - f- c, 


8 °. d — t — a , 


d' = t — b , 


d" = t — c. 



Il est évident que pour l’un quelconque de ces systèmes , poul- 
ie premier , par exemple , les valeurs de d — d ' , d* — d" , 
d" — d sont constantes et égales aux quantités a — b , b — c, 
c — a. 

Mais il est à remarquer que le huitième système donne les 
mêmes valeurs absolues pour les différences des distances d, d', d". 
La même remarque s’applique aux systèmes 2 et 7 , 3 et 6 , 
4 et 5 j donc les centres de toutes les sphères qui peuvent 
toucher trois sphères fixes, et qui appartiennent à huit séries 
différentes , sont distribuées sur quatre courbes telles que pour 
la première , on a 

d — d' — a — b , d' — d” — b — c , d" — d — c—a. 

Pour la seconde courbe , on a 

d — d' — a — b , d' — d" =jb c f d" — </= a -f- c. 

Pour la troisième 



d — d! — a-^-b^ d' — d." = b -f- c , d" — d—c — a ; 
Pour la quatrième enfin 

d — d’ — a-\-b , d! — d" = b — c, d" — d^za-\~c» 
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Nous démontrerons que ces quatre courbes sont planes^ et 
que leurs plans sont perpendiculaires aux quatre droites (art. 26) 
qui contiennent les six sommets des cônes circonscrits aux trois 
sphères fixes touchées par la sphère mobile; enfin que chacune 
d elles résulte de l'intersection d’un cône droit par un plan. 

De la courbe formée par les points de contact de chacune 
des sp hèles fixes arec la sphère mobile considérée dans 
toutes ses positions. 



29. Parmi les huit séries de sphères qui peuvent toucher 
trois sphères fixes , prenons-en une à volonté, par exemple la 
sérit^ des sphères qui touchent les sphères fixes extérieurement. 
Une quelconque des sphères de cette série touche les trois sphères 
fixes en trois points; nous allons d’abord démontrer que le plan 
mené par ces trois points passe par la droite qui contient les 
sommets des trois cônes extérieurs circonscrits aux sphères fixes. 
Nommons comme précédemment A , B , C les sphères fixes 
touchées , et T la sphère mobile tangente. Le plan qui passe 
par le centre de la sphère T et par les centres de deux quel- 
conques des trois sphères A, B, C, de A et B par exemple, 
coupe les trois sphères A , B , T suivant trois grands cercles , 
dont l’un appartenant à la sphère T touche les deux grands 
cercles des sphères A et B. 

Soient ( fi g. a, PI. 3 ) X, Y, Z les centres de ces trois cercles, 
E et F les points de contact de la sphère T avec les sphères 
A et B ; il est évident que la droite EF qui joint les points 
de contact E et F , passe par le sommet O du cône exté- 
rieur circonscrit aux sphères A et B, puisque les deux droites 
OE, OF sont dans le rapport constant des deux rayons XE, 
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YH des sphères A et B ; d’où il suit que quel que soit le 
rayon ZE ou ZF de la sphère T , la droite qui joint les deux 
points de contact de cette sphère et des sphères A et B , passe 
constamment par le sommet O du cône extérieur circonscrit 
ù ces sphères A et B. 

Par la même raison , la droite qui joint les points de contact 
de la sphère T et des sphères A et C, passe par le sommet 
du cône extérieur circonscrit à ces sphères. Donc le plan mené 
par les trois points de contact de la sphère T et des sphères 
A, B, C, passe par la droite qui contient les trois sommets 
des cônes extérieurs circonscrits aux sphères A , B , C ; ainsi 
menant par cette droite un plan quelconque qui coupe les 
trois sphères A, B, C, suivant trois petits cercles, un qua- 
trième cercle tangent à ces trois derniers appartient à une des 
sphères T , qui touche les trois sphères A , B , C ; d’où il suit 
que la perpendiculaire au plan de ce quatrième cercle élevée par 
le centre de ce cercle , passe par le centre de la sphère T. 

3o. Désignons les points de contact de la sphère T et des 
sphères A, B , C par les trois lettres «, fi , y , et par fi' , >' les 
points de contact d’une autre sphère T' avec les mêmes sphères 
A , B, C. On vient de prouver que le plan des trois points «, fi, y , 
et le plan des trois points fi' , y' , passent par une même 
droite , celle qui contient les sommets des cônes extérieurs cir- 
conscrits aux sphères A, B , C. Maintenant nous allons démon- 
trer que les six points «, P, y, fi’, / appartiennent à une 
même sphère. 

D’abord en prenant quatre de ces six points dans l’ordre 
suivant 

«J »«'/»', «r«V, fiyfi'y', 

4 
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ils sont dans un môme plan et sur une même circonférence, 
car les droites menées par les points « , (g , et par les points 

, Ÿ , concourent en un même point, qui est le sommet du 
cône extérieur circonscrit aux sphères A et B ; donc le plan 
mené par ces deux droites coupe les sphères A. et B , suivant 
deux cercles , dont l’un contient les points * , J , et le second 
les points /3, fi' , comme on le voit ( ftg. a pl. 3); or les droites 
a & , «'&' , concourent au même point O, qui représente dans 
cette figure le sommet du cône circonscrit aux sphères A et B ; 
donc les quatre points «, fi, , fi' appartiennent à une cir- 
conférence de cercle dont le centre est en K. D’où il suit 
qu’on pourra mener une sphère par les quatre points «, fl, 
et un cinquième point y. Or cette sphère contiendra le sixième 
point y 1 , puisque les quatre points *yJy r ou Qy^'y' sont sur 
une même circonférence ; donc les six points «, y, , •/ 
appartiennent à une même sphère : le centre et le rayon de/ 
cette sphère varient en même tems que les deux sphères T et T, 
qui touchent les sphères fixes A, B, C. 

3i. Nommons S la sphère qui passe par les six points a, fi ,* 
y, a.' , fi' , y'. Elle coupe la sphère A suivant un petit cercle 
qui passe par les points *, et les deux sphères T et T' suivant 
deux autres cercles tangens au premier aux points *, puisque 
ces sphères sont tangentes à la sphère A. Considérons les tan- 
gentes communes au petit cercle de la sphère A et aux deux 
petits cercles de la sphère S ; on a démontré que les plans 
de ces petits cercles passaient par la droite qui contient les 
sommets des cônes circonscrits aux trois sphères A, B, C; donc 
les tangentes à ces cercles passent par la même droite , mais 
de plus elles sont dans le plan du cercle d’intersection des sphères 
A et S, donc elles passent par le point d’intersection de ce 
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plan et de la droite qui contient les sommets des cônes circonscrits 
aux trois sommets A , B , C. 

3e. Si on suppose que les sphères A, B, C restant les mêmes, 
elles soient touchées par une autre sphère T" différente de T', 
les nouveaux points de contact seront *" , W , y'. On prouvera 
de la même manière, i°. que les six points «, 0 , y, y" 

sont situés sur une même sphère S' qui coupera la sphère A 
suivant un petit cercle , et les sphères T , T" suivant deux 
autres petits cercles tangens au premier ; a°. que les tangentes 
communes au petit cercle de la sphère A et aux deux petits cercles 
des sphères T et T" se rencontrent en un même point de la 
droite qui contient les sommets des cônes circonscrits aux sphères 
A, B, C ; or la tangente commune au petit cercle de la sphère A 
et au petit cercle de la sphère T ne change pas de position , donc 
elle coupe la droite qui contient les sommets des cônes circons- 
crits en un point qui ne varie pas ; donc c’est vers ce point 
que concourent toutes les tangentes communes aux petits cercles 
d’intersection de la sphère constante A et des sphères variables 

S , S ' , S" , etc , d’où il suit que ce point est le sommet 

d’un cône droit circonscrit à la sphère A, qui a pour base un 
cercle dont le plan est perpendiculaire à celui des centres des 
trois sphères A , B , C. 

Ainsi lorsqu’une sphère variable T, T 1 , T"... touche cons- 
tamment trois sphères fixes A , B, C , les points de contact 
«, a! , a." , de tune des sphères fixes , de A par exemple , 
et des sphères T, T', T"..., appartiennent à un petit cercle de 
la sphère A , dont le plan est perpendiculaire à celui qui 
passe par les centres des trois sphères A, B , C. 

33. La ligne de contact de chacune des trois sphères fixes et 
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de la sphère mobile qui les touche , étant un cercle j il s’en- 
suit que la courbe décrite par le centre de cette sphère mobile, 
est commune à trois cônes droits qui ont pour sommets les 
centres des sphères fixes, et pour bases les petits cercles de 
contact de ces sphères et de la sphère mobile. De plus nous 
allons démontrer que celte courbe est plane. 

34. Ayant nommé T et T' la sphère mobile considérée dans 
deux positions différentes, on a vu , i°. que la sphère T touche 
les trois sphères fixes A , B , C en trois points « , ,a , y , et 
la sphère T' en trois points fc' , y ; 2 0 . que les six points 
*, fl, y, y' appartiennent à une même sphère S qui con- 

tient les petits cercles menés par les trois point «, /B, y et par 
les trois points A', >' ; 3 °. que les plans de ces petits cercles 
passent, quelles que soient les sphères T et T', parla droite 
qui contient les sommets des cônes circonscrits aux sphères 
fixes. 

Cela posé , une perpendiculaire au plan du petit cercle « 6 y 
(en désignant ainsi le cercle qui passe par les trois points a, Q, y) 
élevée par le centre de ce cercle, contient évidemment le centre 
de la sphère T ; de même une perpendiculaire au plan du 
petit cercle élevée par son centre, contient le centre de la 
sphère T’. Ces perpendiculaires sont dans le même plan, puis- 
qu’elles passent par le centre de la sphère S , et ce plan est per- 
pendiculaire à la droite qui joint les sommets des cônes circonscrits 
aux sphères fixes. Or le point de rencontre de ces perpendi- 
culaires est d’autant plus près de la courbe que décrit le centre 
de la sphère mobile , que les deux sphères consécutives T et T’ 
diffèrent moins entre elles ; donc lorsque ces sphères croissent 
par degrés insensibles , l’intersection successive des perpendicu- 
laires aux plans des cercles , *" 9." y” , etc. menés 
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par les centres de ces cercles, forme la courbe que décrit le 
centre de la sphère mobile ; donc cctlc courbe a pour tangentes 
ces perpendiculaires. Mais une ligne dont toutes les tangentes 
sont situées dans des plans perpendiculaires à une même droite 
est nécessairement plane , donc la courte décrite par le centre 
d’une sphère mobile qui touche constamment trois sphères 
Jixes , est plane. Ayant démontré que cette courbe est com- 
mune à trois cônes droits dont elle est l'intersection , on doit 
conclure que ces cônes se coupent suivant une seule et même 
ligne plane. Ainsi la courbe décrite par le centre dune sphère 
mobile qui touche constamment trois sphères fixes, est une 
section conique , dont le plan est perpendiculaire à une 
droite qui contient les sommets des cônes circonscrits aux 
sphères fixes. 

35. On a prouvé (art. 28) que les centres des huit séries de 
sphères qui peuvent toucher trois sphères données , étaient dis- 
tribués sur quatre courbes différentes ; il suit de ce qui précède 
que ces courbes sont des sections coniques situées dans des plans 
perpendiculaires aux quatre droites qui contiennent les sommets 
des cônes circonscrits aux sphères fixes. 

A chaque courbe , lieu des centres de la sphère mobile , 
correspond un cercle qui est aussi le lieu des points de contact 
d’une sphère fixe avec cette sphère mobile ; donc toutes les sphères 
qui peuvent toucher trois sphères fixes , touchent chacune d’elles 
en des points qui sont distribués sur quatre petits cercles ; 
chacun de ces petits cercles est la base d’un cône droit qui a 
son sommet sur l’une des quatre droites menées par les six 
sommets des cônes circonscrits aux sphères fixes. 

36. Problème. Etant donnés les centres et les rayons de 
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trois sphères, déterminer , i°. la position des plans des quatre 
courbes lieux des centres de toutes les sphères qui peuvent 
toucher les trois sphères données ; 2°. les quatre petits cercles 
lieux des points de contact de chacune des sphères données 
avec la sphère mobile qui les touche dans toutes ses positions. 

Solution. i°. Ayant mené par les centres des trois sphères 
données un plan qui coupe ces sphères suivant trois grands 
cercles , on tracera dans ce plan les quatre droites sur les- 
quelles sont distribués les sommets des six cônes circonscrits 
aux sphères j à chacune de ces droites correspond ( art. 27.) 
une série de sphères tangentes aux trois sphères données. Après 
avoir déterminé le centre d’une quelconque des sphères 
comprises dans une série , on mènera par ce centre et per- 
pendiculairement à la droite correspondante à cette série, un 
plan qui sera un des plans demandés. On construira le centre 
d’une sphère comprise dans les quatre séries des sphères cor- 
respondantes aux droites qui unissent les sommets des cônes 
circonscrits, en observant que son rayon est pris arbitrairement, 
et que son centre est. l’intersection de trois sphères dont les 
rayons et les centres sont connus. 

2 0 . Après avoir construit les points d’intersection des droites 
qui contiennent les sommets des cônes circonscrits , et des 
plans des quatre courbes qui contiennent les centres de toutes 
les sphères tangentes aux trois sphères données, on mènera par 
ces points , des tangentes aux trois grands cercles des sphères 
données , , et les points de contact de ces tangentes détermine- 
ront sur chaque grand cercle la trace du plan du petit cercle, 
lieu des points de contact de chacune des sphères données 
uvec la sphère mobile qui les touche dans toutes ses positions. 
Le plan de chaque petit cercle étant perpendiculaire au plan des 
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centre des trois sphères données , sa position est entièrement 
déterminée. 

37 . Problème. Etant donnés trois cercles dans un plan, 
trouver un quatrième cercle tangent aux trois premiers. 

Solution. On considérera les trois cercles donnés comme les 
grands cercles de trois sphères , et la question proposée sara—*' 
la môme que celle-ci. 

Trouver parmi les sphères tangentes à trois sphères données 
celles qui ont leurs centres dans le même plan que celui des 
centres des trois sphères. 

Pour résoudre cette dernière question , on construira ( problème 
précédent) sur cliacune'dës'spTicrcs données, les quatre petits 
cercles lieu des points de contact de ces sphères avec toutes 
les sphères qui peuvent les toucher en môme tems ; les huit points 
communs à ces petits cercles et aux grands cercles donnés des 
sphères, sont ceux par lesquels doivent passer les cercles tangens 
aux cercles donnés. Il suit de celte construction que le problème 
proposé a huit solutions, c’cst-ô-dire qu’étant donnés trois 
cercles , ils peuvent être touchés par un quatrième de huit 
manières différentes. 

38. Connaissant les points de contact des trois cercles donnés 
avec les cercles qui peuvent les toucher , il sera facile de 
distinguer ceux de ces points qui appartiennent au môme cercle 
langent ; mais pour éviter toute difficulté dans le choix de ces 
points , il conviendra de trouver sur le plan des trois cercles 
donnés , les traces des plans qui contiennent les centres des 
sphères tangentes aux trois sphères qui ont pour grands cercles les 
cercles dounés. Chacune de ces traces contiendra deux des centres 
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des cercles cherchés ; car on se rappelle ( art. 35 ) que cette 
trace doit rencontrer une des droites qui unissent les sommets 
des cônes circonscrits , en un point par lequel on mène deux 
tangentes au grand cercle de l’une des sphères touchées; or 
les points de contact de ces tangentes sont ceux où ce grand 
cercle est touché par le quatrième cercle qui toucherait les 
trois cercles donnés ; donc les deux rayons de ce grand cercle , 
menés par les points de contact , couperont la trace du plan 
qui contient les centres des sphères tangentes , en deux points 
qui seront les centres de deux cercles tangens aux trois cercles 
donnés. 

39 . Problème. Mener une sphère tangente à quatre sphères 
données. 

Solution. Soient A, B,C, D les quatre sphères données, 
et S la cinquième sphère qui les touche. Considérant d’abord 
trois des quatre sphères données, par exemple A, B , C, on 
construira , i°. les plans des quatre courbes qui contiennent les 
centres de toutes les sphères qui peuvent toucher les trois 
premières sphères données ; a°. on déterminera sur chacune 
des trois sphères A , B , C les quatre petits cercles lieux 
des points de contact de ces sphères avec celles qui peuvent les 
toucher en même tems. On substituera ensuite la sphère D à 
la sphère C , et on obtiendra de la même manière sur chacune 
des trois sphères A, B, D les quatre petits cercles lieux des 
points de contact de ces sphères avec celles qui peuvent les 
toucher en même tems, ainsi que les quatre plans lieux des 
centres de ces mêmes sphères. Les quatre petits cercles lieux 
des points de contact de la sphère A ou B , A par exemple , 
et des sphères tangentes aux trois sphères A, B , C , et 

Erratum. Page suivante (33), i6*. ligne, au lieu de A, B* C', lisez : A,” B* Cf. 
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les quatre petits cercles lieux des points de contact de la 
même sphère A et des sphères tangentes aux trois sphères 
A, B, D, se coupent en général en trente-deux points , parmi 
lesquels se trouvent nécessairement les points de eontact de la 
sphère A et d’une sphère S tangente aux quatre sphères don- 
nées A, B, C, D. Pour trouver le nombre et la position de 
ces derniers points, il faut remarquer que des tiente-deux 
points d’intersection des huit petits cercles de la sphère A , ori 
ne doit tenir compte que de ceux qui résultent de l’intersection 
des petits cercles qui proviennent de combinaisons pareilles entre 
les sphères A , B , C ou A , B , D. 

Les quatre petits cercles lieux des points de contact de la 
sphère A et des sphères qwi touchent les trois sphères A, B, C, 
peuvent être désignés de la manière suivante : 



(E) 



a* b: c* , a,' m c , a: b: a , ai b? cj ; 



Le premier petit cercle A, Bj G' est le lieu des points de 
contact de la sphère A et d toutes les sphères qui touchent 
eu même tems extérieurement ou intérieurement les trois sphères 
A , B , C. Le second petit cercle AJ Bj C« est le li*u des points 
de contact de la sphère A et des sphères qui touchent exté- 
rieurement les sphères A et B et. intérieurement la sphère C , 
et des sphères qui touchent A et B intérieurement et C exté- 
rieurement. Le troisième cercle AJ BJ*CJ est le lieu des points 
de contact de la sphère A et de deux séries de sphères, les 
unes qui touchent les sphères A et C extérieurement et la 
sphère B intérieurement , les autres qui touchent les sphères 
A et C intérieurement et la sphère B extérieurement ; enfin 
le quatrième cercle A*. BJ CJ est le lieu des points de contact 
de la sphère A 1?t de deux séries de sphères, les unes qui 
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touchent les sphères B et C extérieurement , et la sphère À 
intérieurement , les autres qui touchent les sphères B et C 
intérieurement , et la sphère A extérieurement. 

Les quatre petits cercles lieux des points de contact de la 
sphère A et des sphères qui touchent les trois sphères A, B,D, 
seront désignés , d’après la même notation , de la manière 
suivante : 

(E') a: b* dï , a; b; d! , a; b! d; , Ai b; d; ; 

Des huit cercles (E$ , (E'), les notation# de ceux qui résultent 
de combinaisons pareilles entre les sphères A , B , C et les 
sphères A , B , D , comprennent les lettre^ A et B avec les 
mêmes exposons ; ainsi les petits cercles A' B” C‘ , A* B* D* 
résultent de combinaisons pareilles; les petits cercles Aï B' C*> 
A.* B‘. Dî résultent de combinaison^ différentes , et paftui les 
sphères tangentes aux quatre sphères A , B , C , D , il n’y en 
a aucune qui puisse toucher la sphère A en un point de l’in- 
tersection de ces deux derniers cercles. En effet , par ce point 
on ne pourrait mener qu’une sphère qui toucherait les deux 
sphères .A, «B intérieurement ou extérieurement, puisqu’il 
appartient au cercle Aï Bï Cï ; mais par ce même point on 
pourrait mener une sphère qui toucherait les deux sphères A 
et B , l’une intérieurement , l’autre extérieurement , puisqu’il 
appartient au cercle A* B‘, Di ; or lorsqu’une sphère touche 
deux sphères A et B , les contacts ne peuvent pas être en même 
tems tous deux extérieurs ou tous deux intérieurs , et être l’un 
extérieur , l’autre intérieur ; donc il n’y a aucune sphère tan- 
gente aux quatre sphères A, B, C, D qui puisse toucher la 
sphère A au point d’intersection des deux cercles de combi- 
naisons différentes AJ Bï Cî , Aï Bi Dï- 
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En raisonnant de la même manière sur deux autres petits 
cercles de combinaisons différentes situés sur la sphère A , 
on conclura qu’une sphère tangente aux quatre sphères A , B , 
C, D , ne peut toucher la sphère A qu’aux points communs 
à l’un 'quelconque des quatre cercles (E), et à deux des 
cercles (E') ; d’où il suit qu’il y à en général seize points de 
contact -de î’une quelconque des quatre sphères A, B, C, D, 
et d’une cinquième sphère qui les touche toutes quatre en 
même tems. 

Ayant [déterminé sur l’un des cercles (E) de la sphère (A),’ 
les quatre points de contact de cefte sphère A et de la sphère 
qui touche les quatre sphères A, B, C, D. On mener* par ces 
points les rayons de la sphère A , et ces quatre rayons pro- 
longés contiendront les centres de quatre sphères tangentes aux 
sphères A, B, C, D, De plus ces centres seront sur l’un des 
quatre plans (art. 35) qui contiennent les centres des sphères 
tangentes aux trois sphères A , B , C , et qui correspondent aux 
quatre cercles (E) ; donc les centres et les rayons de quatre 
sphères tangentes aux quatre sphèfts A, B, C, D, seront déter- 
minés. On construira de la même manière les centres et les 
rayons des douze autres sphères tangentes aux mêmes sphères 
A, B, C, D. 

Résumé des propositions relatives au contact des sphères. 

40. i°. Un plan peut toucher trois sphères donnéesde huit 
manières différentes. 

2 °p Une sphère d’un rayon «déterminé peut toucher trois 
sphères données de seize manières différentes. * 

3°. Lorsqu’une sphère variable de rayon se meut en touchant 
constamment trois sphères fixes données de grandeur et de 
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position , la courbe formée sur chacune des. sphères fixes par 
la suite de ses (joints de contact avec la sphère mobile, est un 
. cercle , et la ligne que le centre de cette dernière sphère par- 
court, est une section conique. 

4 °. Trois cercles donnés dans un plan peuvent être tou- 
chés par un quatrième cercle de huit manières différentes. 

5°. Quatre sphères peuvent être touchées par une cinquième 
sphère de seize manières- différentes. 



Du plan tangent à une surface , mené par une droite 
donnée hors de la surface. 

41 . Le plan tangent à une surface quelconque menée par 
une droite donnée , touche évidemment toutes les surfaces co- 
niques qui sont circonscrites A cette surface , et qui ont leurs 
sommets sur la droite; d’où il suit que toutes les lignes de 
contact des surfaces coniques tangentes , et de la surface tou- 
chée, passent par les points de contact de cette surface et du 
plan mené par la droite donnée, ^tfais ces points sont déterminés 
par les intersections des lignes de contact de deux surfaces co- 
niques et de la surface donnée ; donc , si l’on prend deux points 
arbitrairement sur la droite donnée , et si l’on considère ces deux 
points comme les sommets de surfaces coniques circonscrites 
à la surface proposée , la question est ramenée à trouver la 
courbe de contact de cette surface , et d’une surface conique 
qui lui est ^circonscrite. Pour * résoudre cette dernière question 
généralement , ou fdupe la surface par une suite de plans,' 
verticaux par exemple, qui passent par le sommet du cône; 
on mène par ce sommet , des tangentes aux sections faites dans 
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la sulfate par ces plans,- ces tangentes sont les arêtes du cône 
circonscrit à la surface proposée. La ligne qui joint les points 
de contact des tangentes aux sections planes verticales , est la 
courbe de contact de la surface proposée et de la surface 
conique circonscrite , qui a son sommet en un point donné. 

Lorsque la surface proposée est développable, le cône cir- 
conscrit qui a son sommet en un point pris sur la droite donnée 
hors de cette surface , se réduit à un plan , et à moins que 
hr droite donnée ne soit toute entière dans ce • plan , il est 
impossible de mener par cette droite un plan tangent à la 
surface développable ; d'où il suit que le plan tangent à la sur- 
face développable est déterminé par la seule condition de passer 
par un point donné hors de la surface. Pour toute autre surface, 
le plan tangent peut être assujetti à passer par une droite 
donnée hors de la surface. Après avoir exposé une méthode 
générale pour déterminer le plan tangent d’après cette condi- 
tion , nous allons faire connaître des méthodes particulières plus 
simples, qui s’appliquent aux deux classes de surfaces qu’on 
emploie le plus fréquemment dans les arts , les surfaces de révo- 
lution et les surfaces gauches. 

42. La propriété caractéristique du plan tangent à une sur- 
face de révolution , est d’être perpendiculaire au plan méridien 
mené par le point de contact de la surface et du plan. Lorsque 
le point de contact est donné, il est évident que la tangente 
à la courbe génératrice qui passe par ce point , déterminera 
position du plan tangent. Une autre condition , celle de passer 
par une droite donnée hors de la surface , détermine également 
la position de ce plan. On a fait voir ( art. 47 , G. D. ) que le 
plan tangent assujetti à passer par une droite donnée, touchait 
la surface de révolution en un point d’un cercle de cette 
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surface , dont on trouve le centre et le rayon en menant une 
tangente commune à la courbe méridienne de la surface et à 
une hyperhole tracée sur le plan méridien de cette courbe; 
Cette solution suppose que l’on sache mener une tangente à 
deux courbes qui ont été l’une et l’autre construites par points. 
En appliquant une règle tangentiellement aox deux courbes 
on détermine , d’une manière satisfaisante pour la pratique , la 
tangente à ces courbes, mais elle laisse une grande incertitude 
sur la position des points de contact. Ea solution que je vais 
exposer est fondée sur d’autres principes ; elle est générale 
et j’en ai fait un grand nombre d’applications dans le tracé 
des ombres et de la perspective. • 

43. Problème. Mener , par une droite donnée , un plan 
tangent à une surface de révolution ? 

« 

Solution. Les surfaces de révolution sont ( art. 6 et 7 de ae 
Supplément ) les enveloppes de l’espace que parcourt un cône 
droit , ou une sphère , variables l’un et l’autre de grandeur et 
de position , ou un cylindre variable seulement de position. En 
coupant une surface de révolution par un plan perpendiculaire 
à son axe , la section qui est un cercle , détermine le cône 
droit et la sphère qui touchent la surface de révolution sui- 
vant ce cercle. Considérons d’abord le cône droit qui a pour 
axe , l’axe de révolution , et pour arête la tangente à la courbe 
méridienne. Tout plan tangent à ce cône sera aussi tangent à la 
surface de révolution ; donc , si , par un point A donné hors de 
cette surface , on mène un plan tangent au cône droit , il tou- 
chera la surface; la droite menée par le point de contac|, et 
par le point donné A, sera évidemment l’arête d’un cône circons- 
crit à la surface de révolution, dont le sommet est en A* On 
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déterminera de la même manière tant d’arêtes qu’on voudra de 
ce dernier cône ; et les points où ces arêtes touchent la surface 
de révolution , appartiennent à la ligne dé contact de cette 
surface et de la surface conique circonscrite, qui a son sommet 
en un point A donné hors la surface. Donc si l’ôn prend sur 
la droite donnée deux points , et si l’on construit les surfaces 
coniques qui ont leurs sommets en ces points, et qui sont cir- 
conscrites à la surface de révolution ,• les intersections des courbes 
de contact des surfaces coniques et de la surface de révolution 
détermineront les points par lesquels doivent passer les plans 
tangens demandés. 

44. La considération de la sphère qui touche la surface de 
révolution suivant un cercle ; conduit au même résultat. En 
effet , le point pris sur la droite donnée peut être regardé 
comme le sommet d’un cône droit qui enveloppe la sphère 
et la touche suivant un petit cercle. Ce petit cercle , et le cercle 
commun à la sphère et à la surface de révolution, se couperont 
en général en deux points. Si l’on mène par ces points des 
plans tangens à la sphère, ces plans seront aussi tangens à la 
surface de révolution; de plus , ils passeront par le point pris 
sur la droite donnée ; donc ils toucheront la surface de révo- 
lution en des points qui appartiennent à la courbe ^le contact 
de cette surface et de la surface conique circonscrite qui a pour 
sommet le point pris sur la droite donnée. 

45. La surface de révolution étant l’enveloppe de l'espace 
que parcourt un cylindre de forme constante , qui a pour base 
la courbe méridienne de la surface , et pour arêtes des droites 
perpendiculaires au plan de cette courbe, on peut encore mener 
par un point donné hors la surface de révolution, dçs plans 
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tangeas à ce cylindre , et déterminer les arêtes de contact. Ces 
arêtes passent par des points de la courbe méridienne , qui 
appartiennent à la 'courbe de contact de la surface de révolution 
et de la surface conique qui a son sommet au point donné Lors 
la surface. 

Cette solution est moins simple que les deux premières * 
parce qu’elle oblige à mener une tangente à la courbe 
méridienne par un point «donné hors de cette courbe; et 
dans les deux solutions précédentes , on n’est assujetti qu’il 
mener des tangentes à cette courbe par des points pris sur la 
courbe. 



46. Pour expliquer les constructions graphiques fondées sur 
les considérations précédentes , nous allons prendre pour exemple 
^ l'ellipsoïde de révolution , et nous supposerons le plan horisontal 
de projection , perpendiculaire à l’axe de cet ellipsoïde. 

Soient (PI. 3 du Supplément') A, a a! les deux projections de 
l’axe de révolution ; ada’ l’ellipse génératrice contenue dans le 
plan méridien ADG ; EC, bc les deux projections- de la droite 
par laquelle il s’agit de mener un plan tangent à l’ellipsoïde de 
révolution ; E et e les deux projections d’un point pris arbi- 
trairement sur cette droite, pour servir de sommet à une 
surface cqpique circonscrite à la surface de révolution. 

Ayant coupé la surface de révolution par un plan ^' per- 
pendiculaire à l’axe aal , on mène la. tangente dsh la courbe 
méridienne ada' , qui coupe a a' au point s. Ce point est évi- 
demment le sommet d’un cône droit qui touche la surface de 
révolution suivant un cercle du diamètre dd' ; et tout plan 
tangent à ce cône est aussi tangent à la surface de révolution., 
quel que soit le point de l’espace par lequel on le mène. 

Soient E et e les projections de ce point. La droite AE , se 
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couj>e le plan horisontal dd' en un point F , f. Ayant décrit du 
point A, comme centre, le cercle du diamètre DD 7 = ddf , la 
tangente à ce cercle menée par le point F, le touche aux points 
H, H', qui se projettent en h , h'. Ces deux points H , h et H', hf 
appartiennent à la courbe de contact de la surface de révolution , 
et du cône qui a son sommet au point E , e de la droite donnée 
BC , bc ( art. 29 , G.D. ). 

47. On serait averti què le cercle du diamètre DBG dd' ne 
contient pas de points de la courbe , si le point , tel que F, 
était dans l’intérieur du cercle du diamètre DD 7 . Mais pour 
éviter des constructions inutiles, on cherchera d’abord la limite 
des cercles qui contiennent des points de la courbe de contact. 
Pour trouver cette limite , on mènera par le point E , e , les 
tangentes à 1\ courbe génératrice tracée dans le plan méridien 
qui passe par ce point. Dans le cas particulier de l’ellipsoïde , 
on peut mener deux tangentes, et les cercles de la surface dé 
révolution , qui passent par les points de contact de ces deux 
tangentes , sont les limites des cercles qui contiennent les points 
de la courbe de contact du cône et de la surface de révolution. 

Faisant tourner le plan méridien AE d’un arc égal à EG , 
et le point G étant projeté en g sur l’horisontale eg, on mènera 
par le point g, deux tangentes à la courbe méridienne ada'd'; 
et par les deux points de contact i, ï', on mènera des plans 
perpendiculaires à l’axe aaf , qui couperont la surface de ré- 
volution suivant les cercles limites de la courbe cherchée : 
prenant les distances des points i, if à l’axe aa' , et les portant 
sur le méridien AE de A en K, et de A en K' , les points 
qui se projettent sur le plan horisontal en K et K', et sur le 
plan vertical en k et k' , sont les points extrêmes de la ligne de 
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contact de la surface de révolution et du cône qui a son sommet 

au point E , e de la droite donnée B C , b c. 

48. Pour suivre l’ordre des opérations graphiques le plus 
avantageux, on déterminera les deux points M, m , et M', m' 
situés sur le plus grand cercle OO 'oof de la surface de révolution. 
Ayant décrit du point A , comme centre , avec un diamètre 
OO' = 00' , un cercle , et considérant ce cercle comme lu base 
d’un cylindre vertical , ce cylindre touchera la surface de révo- 
lution suivant le cercle OO' , oaf , et les deux plans tangens à ce 
cylindre, qui ont pour traces horisontales les droites E\I, EM' y 
touchent la surface de révolution aux deux points M , m. et 
M' , mf. Donc ces deux points appartiennent à la courbe de 
contact du cône qui a son sommet au point E , e , et de 
la surface de révolution. 

La courbe méridienne ada'd ' , OO' peut cftre considérée 
comme la base d’un cylindre borisontal tangent à la surface de 
révolution , donc si l’on mène les tangentes el , eV à cette 
courbe , les plans tangens au cylindre , qui ont pour traces ces 
tangentes, touchent la surface de révolution eu des points l, L, 
et V , L' , qui appartiennent encore à la courbe de contact. 

Ayant déterminé les six points K, K', L, L', M , M' de la 
projection horisontale de la courbe de contact et les six pointa 
k, Jsf, l, l', m, ml de sa projection verticale, on trouvera 
les points intermédiaires par la méthode qu'on a suivie pour 
trouver les points H , h et H' , h'. 

» « 

49. En exposant cette méthode , nous avons considéré la 
surface de révolution comme l’enveloppe de l’espace que parcourt 
un cône droit, qui a successivement pour arêtes les tangentes 
de la courbe méridienne. Maintenant nous allons substituer aux 
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«fines , des sphères qui ont pour rayons les portiops de nor- 
males à la courbe méridienne , comprises entre Cette courbe et 
l’axe de révolution. 

Soient t le centre de l’une de ces sphères , dt son rayon , dud'v 
l’un de ses grands cercles. Le méridien AE coupe cette sphère 
suivant un grand cercle , et en supposant ce méridien amené sur 
le méridien AE^G , le point E , e prend la position g-, donc si par 
le point g on mène les tangentes#», gp au cefrcle dud'p, la droite iu> 
est le diamètre du cercle de contact de la sphère et du cône droit 
dont le sommet est en E, e, ou en g. Ce cercle dud’p de la sphère 
et le cercle dd' comrmin à la sphère et à la surface de révolution , 
se coupent suivant une droite horisontale x? , perpendiculaire 
au plan du méridien AB 5 donc si l’on porte la distance du 
point od à l’axe acd de A en x, cette droite horisontale sera 
en projection horisontale , HxH' perpendiculaire à la trace AE 
du méridien qui passe par le point E, e. L’intersection de cette 
droite HarH 7 et du cercle décrit du point A comme centre 
avec un diamètre DI y = dd', donnera les points H, H' de 
la projection horisontale de la courbe de contact cherchée. 

Elevant des perpendiculaires HA , H'// à l’intersection XY 
des plans de projection , et les prolongeant jusqu’à ce qu’elles 
coupent l’horisontale dd' aux points h et h', ces points appar- 
tiennent à la projection verticale de la courbe de contact. 

5o. Considérons maintenant la surface de révolution comme 
l’enveloppe de l’espace que parcourt un cylindre qui a pour base 
la courbe méridienne , et cherchons dans cette hypothèse un point 
de la courbe de contact de la surface de révolution et du cône 
qui a son sommet en un point pris hors de la surface. Soient E, e 
ce point, AN la trace horisontale d’un plan méridien quel- 
conque , N , n le pied de la perpendiculaire abaissée du point 
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E , e sur le plan méridien AN. On remarquera que les points 
tels que N se trouvent sur un cercle décrit sur AB comme dia- 
mètre. Ayant fait tourner le méridien AN jusqu’à ce qu’il ait 
pris la position AN' parallèle à XY, le point N, n prend la 
position n'. Par le point té , on mène (art. 45, G. D. ), la 
tangente n'p à la courbe méridienne , et on porte la distance 
pq du point de contact p à l’axe aa' , sur la trace AN de A 
en P. Le point P et son correspondant p' situé sur l’horisontale 
pq sont les deux projections d’un des points de la courbe cher- 
chée. Cette méthode suppose , comme on vient de le voir , 
qu’on sache mener une tangente , telle qae n'p , h la courbe 
méridienne par un point pris hors cette courbe et sur la droite 
donnée. La tangente n'p est la trace d’un plan tangent à la sur- 
face cylindrique qui a pour base la courbe méridienne , et dont 
les arêtes sont perpendiculaires au plan de cette courbe. 

s 

5 i. Ayant pris sur la droite donnée BC, bc un second point; 
au-dessus ou au-dessous du premier E, e, on le considérer* 
comme le sommet d’une seconde surface conique circonscrite à 
la surface de révolution , et on déterminera la courbe de 
contact de ces deux surfaces par les méthodes qui viennent d’être 
exposées. Cette seconde courbe de contact coupera la première 
en un ou plusieurs points; les plans menés par chacun de ces 
points et par la droite donnée, toucheront la surface de révo- 
lution. 

62. A la seconde surface conique qui enveloppe la surface 
de révolution, on peut substituer une surface cylindrique dont 
les arêtes sont parallèles à la droite donnée ; la courbe de contact 
de cette surface et de la surface de révolution contiendra évi- 
demment les points de contact par lesquels on doit mener les 
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plans tangcns demandés. Pour construire cette dernière courbe, 
il faut d’abord se rappeler les art. 46 , 46 de la Géométrie 
descriptive , qui contiennent la solution de ces deux problèmes: 

Mener un plan tangent à une surface cylindrique ou conique 
par un point pris au dehors de ces surfaces ; il faut de plus 
considérer le cas où il s’agit de mener le plan tangent à l’une 
ou à l’autre de ces surfaces parallèlement à une droite donnée. 

Soit donnée une surface cylindrique par sa base tracée sur 
un plan quelconque , et par sa génératrice. On mènera par un 
point quelconque de l’espace deux droites , l’une parallèle à 
la droite donnée , l'autre parallèle à la génératrice ; le plan 
qui passe par ces deux droites coupera le plan de la base du 
cylindre suivant une troisième droite. On mènera des tangentes 
à la base , parallèles à cette droite, et ces parallèles seront les 
traces des plans parallèles à la droite donnée qui touchent la 
surface cylindrique. 

Si un cône est donné par sa base plane et par son sommet, 
on mènera par le sommet une parallèle à la droite donnée. 

Cette parallèle coupera la base du cône en un point , par lequel 
on mènera de» tangentes à cette base; ces tangentes seront les 
traces des plans demandés. 

53 . Ayant coupé la surface de révolution par un plan quel- 
conque perpendiculaire à son axe, elle est touchée, suivant le 
cercle contçnu dans ce plan, par un cône droit qui a son ' 

sommet sur l’axe. Le plan tangent à ce cône droit , mené 
parallèlement à la droite donnée , touche la surface de révolution 
en un point qui appartient à la courbe de contact de «cette 
surface et de la surface cylindrique dont la génératrice est paral- 
lèle à la droite donnée. 

La surface de révolution est aussi touchée suivant le cerde 
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contenu dans le plan perpendiculaire à son axp , par une sphère 
dont le centre est sur cet axe. Lorsque le grand cercle de cette 
sphère dont le plan est perpendiculaire à la droite donnée , et le 
petit cercle commun à la sphère et à la surface de révolution ; 
se coupent en deux points , ces points appartiennent à la courbe 
de contact de la surface de révolution et du cylindre dont les 
arêtes sont parallèles à la droite donnée. On obtient encore des 
points de cette courbe en menant parallèlement à la droite don- 
née des plans tangens aux cylindres qui ont pour base la courbe 
méridienne considérée dans ses différentes positions , et pour 
arêtes des droites perpendiculaires au plan de cette courbe. 

64. L’ellipsoïde de révolution (PI. 3 du Supplément ) est 
touché par le cône qui a son sommet au point E, e , suivant une 
courbe HH'MM'P, hh’mm'p' , et par le cylindre dont les arêtes 
sont parallèlçs à la droite BC, bc, suivant la courbe «fl> «'flV / • 
Ces deux courbes se coupent en deux points <*, «' et fl, fl'; 
les plans menés par chacun de ces points et par la droite don-, 
née BC , bc touchent la surface de révolution. 

On remarquera sur la courbe de contact dfe la surface de 
révolution et du cylindre dont les arêtes sont parallèles à la 
droite donnée , les points dont les projections verticales sont </ 
et 4' , », p, r', /'. Les deux premiers <?' et 4' sont les points 
de contact de la courbe méridienne a’ddfa et des parallèles à 
la droite bc , projection verticale de la droite donnée. “ et p 
appartiennent aux cercles limites de la seconde courbe de contact,' 
et se déterminent comme les points k , kf ( art. 47 ) de la pre- 
mière courbe de contact. Enfin les points.*', S* correspondent 
aux points y , <r placés sur un diamètre y / perpendiculaire à la'pro-; 
jection horisontale bc de la droite donnée. 

Les projections Verticales des courbes de contact du cône et 
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du cylindre , sont dessinées en partie pleines et en partie ponc- 
tuées. La partie pleine correspond à la portion de la surface 
de révolution qui est en avant du méridien OO', parallèle 
au plan vertical de projection. La partie pleine dans la pro- 
jection horisontale correspond à la portion de la surface de 
révolution qui est au-dessus du plus grand cercle de éfette surface 
OCyMM' , oo\ 

55. Des trois méthodes que nous avons exposées , une seule 
suffit pour trouver les courbes qui , par leur intersection , dé- 
terminent les points de contact de la surface de révolution et 
des plans tangens menés par la droite donnée ; cependant pour 
obtenir ces points avec exactitude, et pour éviter l’emploi des 
lignes droites qui se couperaient trop obliquement , on sentira 
daus la pratique des arts graphiques , la nécessité d’avoir recours 
à l’une et l’autreméthode, et de choisir celle qui donnera les cons- 
tructions les plus exactes. 



Du plan tangent à la surface gauche , engendrée par une 

droite mobile , qui a pour directrices trois droites données. 

56. Cette surface est celle que nous avons nommée hyper- 
boloïde à une nappe (§. I , art. io) , et qui jouit de la pro- 
priété d’être engendrée par une droite de deux manières 
différentes ; de sorte que trois droites quelconques appartenant 
à l’un ou à l’autre système de génération, peuvent être considérées 
comme les directrices de la droite mobile qui engendre la surface. 
Il suit de cette propriété qu’il n’y a aucun point de l’hyper- 
boloîde à une nappe par lequel on ne puisse mener deux droites , 
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dont tous les points appartiennent à cette surface ; or le plan 
tangent à une surface quelconque , contient les tangentes à 
toutes les sections qui passent par le point de contact; donc le 
plan tangent en un point de l’hyperboloïde est déterminé par 
les deux droites de cette surface qui passent par ce point. 

Problème. Par un point donné de l'hyperboloïde à une 
nappe , mener un plan tangent à cette surface. 

Solution. Soient A , B, C les trois directrices de la droite 
mobile de l’hyperboloïde ; A' , B', C' trois autres droites qui 
s’appuient sur les trois premières; et supposons que la première 
AJ passe par le point donné. Eu regardant ces dernières droites 
comme les directrices, les droites A, B, C correspondent à trois 
positions de la droite mobile , qui s'appuie sur ces nouvelles di- 
rectrices. Le plan mené par le point donné sur la droite AJ , et 
par la droite B' , coupe la droite C' en un autre point. La droite 
qui joint, ces deux points est toute entière sur la surface ; 
donc si par cette droite et par la droite AJ on mène un 
plan , ce plan touchera l’hyperboloïde au point donné sur la 
droite A'. 

Tout ce qu'on vient de dire de I’hyperboloïde à une nappe 
s'applique également au paraboloïde hyperbolique ( §. I , 
ait. 14), engendré par une droite mobile qui s’appuie sur deux 
droites , comme directrices , et qui est constamment parallèle à 
un même plan. Cette surface est aussi composée de lignes droites 
correspondant à deux systèmes de génération ; et on peut con- 
sidérer ees six droites A, B, C , A', B', C' , comme apparte- 
nant à ces deux systèmes. 

$7. Quel que soit le point de la droite A', par lequel on 
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mène nn plan tangent à l’hyperboloïde, ce plan tangent passera 
constamment par la droite A'. Ainsi un plan qui tourne autour 
d’une droite de l’hyperboloïde , touche cette surface dans toutes 
ses positions; mais pour chaque position du plan tangent, le point 
de contact varie , car ce plan coupe les droites B ', Cf en deux points, 
et la droite variable menée par ces deux points , détermine sur la 
droite A', le point de contact du plan et de la surface. Le plan 
qui touche Thyperboloïde ne le touche qu’en un point, et suivant 
un élément qui est infiniment petit dans tous les sens ; ce 
plan prolongé devient sécant , et il coupe la surface , non- 
seulement suivant la droite A', mais encore suivant une courbe 
qui passe par tous les points d’intersection de ce plan et des 
droites B', C' , etc — qui s’appuient sur les trois directrice* 
A , B , C. Le point d’intersection de cette courbe et de la droita K! 
détermine le point de contact , sans qu’on soit obligé d’em- 
ployer le second mode de génération par la ligne droite. 

On a vu (art. 49, G. D.) que l’élimination dans l’algèbre a 
la plus grande analogie avec les opérations par lesquelles on 
détermine les intersections des surfaces courbes. 11 est à remar- 
quer que ccs memes opérations conduisent à la solution d'un 
problème relatif aux plans tangens des surfaces courbes, qu’on 
ne résout en général que par les méthodes du calcul dif-. 
férentiel. 

58 . Problème. On connaît les trois courbes à double cour- 
bure directrices de la droite mobile qui engendre (§. I , art. 1) 
la surlace gauche la plus générale , et par un point donné de cette 
surface , on propose de lui mener un plan tangent. 

Solution. La génératrice de la surface qui passe par le point 
donné de cette surface , s’appuie sur les courbes directrices en 

7 
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trois points. Si après avoir mené par chacun de ces points 
la tangente à la courbe directrice à laquelle il appartient , on 
se sert de ces trois tangentes comme directrices d’une nouvelle 
surface gauche, cette dernière surface sera évidemment tangente 
à la première dans tous les points de la droite qui leur est 
commune ; car la droite mobile dans deux positions consécu- 
tives et infiniment voisines, est à-la-fois sur les deux surfaces, 
donc ces surfaces ont pour élément commun celui qui est compris 
entre les deux positions consécutives de la droite mobile; donc 
tout plan tangent à l’une en un point quelconque de cet élément, 
l’est aussi à l’autre. Or (art. 56) on sait mener un plan tangent 
à la surface gauche qui a pour directrices trois droites , donc 
le même plan touchera la surface gauche générale. 

La surface gauche générale et la surface gauche auxiliaire se 
touchent suivant un élément , de dimension finie dans le sens 
de la droite commune à ces deux surfaces, tandis que l’élément 
commun au plan et à l’une ou à l’autre de ces surfaces courbes, 
a des dimensions infiniment petites dans' tous les sens ( §. III , 
art. 57 ). 

59 . Le plan qui tourne autour ’une droite de la surface gauche 
générale , la touche dans toutes ses positions , puisqu’il touche 
( art. 58) la surface auxiliaire tangente. Considérons le plan dans 
trois positions différentes : il touchera la surface en trois points 
situés sur la même droite. Si par chacun de ces points , on mène 
une droite quelconque dans le plan qui touche la surface, 
les trois droites contenues dans les trois plans tangens , peuvent 
servir de directrices à la droite génératrice de l’hyperboloïde tan- 
gent à la surface gauche générale ; or dans chaque plan tan- 
gent, on peut mener une infinité de droites directrices; donc il 
y a une infinité d’hypcrboloïdes , qui peuvent toucher la surface 
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gauche générale , suivant une droite de cette surface. Lorsque 
les trois droites menées dans les plans tangens sont parallèles 
à un même plan pris à volonté , l’hyperboloïde tangent devient 
un paraboloïde hyperbolique (art. 14),- d’où il suit que la surface 
gauche générale peut aussi être touchée suivant une droite, par 
un notnbre infini de paraboloïdes hyperboliques. 

Ainsi l’on peut regarder la surface gauche générale comme 
l’enveloppe de l’espace (§. I , art. 2) que parcourt ou un hyper- 
boloïde à une nappe , ou un paraboloïde hyperbolique , dont 
les directrices sont situées dans trois plans qui touchent cette 
surface en trois points d’une même droite. 

60. Problème. Construire la courbe de contact de la surface 
gauche générale avec une surface conique qui a son sommet 
en un point donné, ou avec une surface cylindrique dont la 
génératrice est parallèle à une droite donnée. 

Solution. Tout plan qui passe par une droite quelconque de 
la surface gauche générale , touche cette surface , et on déter- 
mine le point de contact ou par la considération de la surface 
auxiliaire ( art. 58 ) , ou par l’intersection de la droite et de la 
courbe ( art. 57 ) contenues dans le plan tangent. Donc si par 
une droite de la surface gauche , et par le sommet du cône qui . 
la touche , on mène un plan , le point de contact du plan et de 
la surface appartient à la courbe de contact de la surface et du 
cône. De cette manière on construira tant dé points qu’on voudra 
de cette courbe de contact. 

Pour déterminer la courbe de contact de la surface gauche 
générale avec la surface cylindrique , on mènera par les droites 
de la surface gauche , des plans parallèles à la génératrice du 
cylindre; ces plans toucheront cette surface en des points qui 
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appartiendront à la courbe de contact de la surface gauche 
générale et du cylindre. 

61. Exemple. La surface d'une vis à filets triangulaires est 
engendrée par une droite qui passe par l’axe d’un cylindre 
droit à base circulaire, et qui se meut de manière que tôus ses 
points décrivent des hélices de même pas. (^oy. §. IV ). Les 
hélices décrites par tous les points de la droite appartiennent 
à des cylindres droits qui ont un axe commun. Ayant cons- 
truit deux de ces hélices , on peut considérer la surface de la 
vis comme engendrée par une droite qui a pour lignes direc- 
trices ces deux hélices, et pour troisième directrice l’axe commun 
des cylindres sur lesquels les deux hélices sont tracées. 

Les trois directrices sont coupées par une droite quelconque de 
la surlace, en trois points par lesquels on mène des tangentes à 
ces directrices. L’axe commun des cylindres auxquels les hélices 
appartiennent, est sa propre tangente. Les tangentes aux deux 
hélices font avec les bases des cylindres sur lesquels elles sont 
tracées , des angles égaux , et sont contenues dans des plans 
tangens à ces cylindres ; or ces plans tangens sont perpendicu- 
laires au plan qui passe par l’axe des cylindres et par la droite 
génératrice de la surface; donc les trois tangentes aux.directrices 
• de cette droite sont parallèles à ce plan. D’où il suit (§. I, 
ait. 14) que la droite mobile engendre un paraboloïde hyper- 
bolique ; et comme les trois directrices de cette droite sont 
toujours placées de la même manière l’une par rapport à l’autre , 
on doit conclure que la surface de la vis triangulaire est l’en- 
veloppe de l’espace que parcourt un paraboloïde hyperbolique 
de forme constante. On déterminera sur chaque paraboloïde le 
point de contact de ce paraboloïde et du plan mené , ou par 
un point qui est donné pour sommet d'une surface conique. 
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ou parallèlement à une droite donnée ; la ligne qui joint Içs 
points de contact du plan et du paraboloïde , appartient à la 
courbe de contact de la surface de la vis et du cône doht on a 
le sommet, otk du cylindre qui est engcndié par une droite 
dont la direction est connue. 



S. IV. 



De V intersection des- surfaces. 

On a exposé (§. III, art. 48 - 58, G. D. ) une méthode 
générale pour déterminer les projections des courbes et des tan- 
gentes aux courbes qui résultent de l’intersection des surfaces. 
L’application de cette méthode ne dispense pas dans chaque cas 
particulier, d’une discussion qui fasse connaître si la courbe est 
plane; si elle a des points remarquables, et comment on les 
détermine; si la courbe a plusieurs branches, et comment on 
distingue , parmi les points trouvés par la méthode générale , 
ceux qui appartiennent à la même branche. Enfin la discussion 
géométrique d’une courbe a encore pour objet de reconnaître 
si elle a des branches fermées ou infinies , et d’apprendre , 
ldrsque les branches infinies ont des tangentes qu'on nomme 
asymptotes , à construire ces tangentes. Nous allons prendre 
pour exemple de cette discussion géométrique , les surfaces 
du second degré , et principalement celles de ces surfaces qui 
peuvent être engendrées par une droite , et que par cette raison 
on emploie le plus fréquemment dans les arts. 
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« . * 

Des intersections de surfaces du second degré. 

•* 

62. Deux sphères de rayons quelconques qui se pénètrent, 
se coupent suivant un cercle. En effet , tous les points de la 
courbe d’intersection étant à des distances égales de chaque 
centre , ils sont dans un plan perpendiculaire à la droite qui 
joint les deux centres, et à égales distances du point où ce plan 
coupe la droite des centres ; donc ils appartiennent à un cercle 
dont le centre est sur la droite qui joint les centres des deux 
sphères, et qui a pour rayon la perpendiculaire abaissée d’un 
point quelconque du cercle d’intersection sur la droite menée 
par les centres des sphères. 

63. Une sphère d’un rayon infini est un plan, donc une 
sphère et un plan se coupent toujours suivant un cercle. Ce 
qu’on peut d’ailleurs démontrer directement, en supposant que 
la sphère et le plan donnés soient coupés par une suite de 
plans passant par le centre de la sphère , et par une perpen- 
diculaire menée de ce centre sur le plan donné. Chacun de 
ces plans coupe la sphère suivant un grand cercle , et le plan 
donné suivant une droite. En ne considérant de cette droite que 
la portion qui sert de corde ,à ce grand cercle , les deux extré- 
mités de cette corde appartiennent à l’intersection de la sphère 
et du plan; or dans tous les plans coupans, les cordes du grand 
cercle de la sphère situées dans le plan donné , sont de même 
longueur , donc ces cordes sont les diamètres du petit cercle 
d’intersection de la sphère et du plan. 

Ainsi lorsqu’un plan coupe une sphère , la section est un 
cercle dont le centre est le pied de la perpendiculaire abaissée 
du centre de la sphère sur le plan; et réciproquement la 
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droite qui joint le centre d’une sphère et le centre d’un petit 
cercle de cette sphère est perpendiculaire au plan de ce petit- 
cercle. 

Lorsque deux plans coupent une sphère suivant deux petits 
cercles , les centres de ces cercles et le centre de la sphère déter- 
minent la direction d’un troisième plan, qui est perpendicu- 
laire aux deux premiers. Cette" proposition est une conséquence 
de la précédente , puisque les droites menées par le centre de 
la sphère et par les centres des petits cercles de la sphère, sont 
perpendiculaires au plan de ces petits cercles. 

64. Par deux cercles dune sphère , on peut faire passer deux 
cônes obliques. Qu’on imagine paî le centre de la sphère et 
par les centres des deux cercles donnés sur cette sphère, un plan 
qui coupe la sphère suivant un grand cercle ABCD ( PI. IV, 
Jig. 1 ) , et les plans des cercles donnés , suivant les droites 
AB, CD. Les cordes AB et CD des grands cercles ABCD, étant 
les diamètres des cercles donnés, on joindra les extrémités de 
ces cordes par deux droites AD , BC , qui se rencontrent 
en G , et par deux autres droites AC , BD , qui se croisent 
au point H. Les points G et H seront les sommets des deux 
cônes obliques menés par les deux cercles qui ont pour dia- 
mètres les droites AB , CD, et dont les plans sont perpendi- 
culaires au plan des trois centres O, E, F. Pour démontrer 
cette proposition , admettons comme une propriété connue du 
cercle , qu’une corde et un diamètre étant perpendiculaires entre 
eux , la corde divise le diamètre en deux parties , telles que la 
moitié de la corde est moyenne proportionnelle entre les deux 
parties du diamètre. Ayant mené la droite HIK qui coupe les 
cordes AB et CD aux points I et K, et regardant cette droite 
comme la projection d’une arête du cône oblique dont le sommet 
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est en H, il s’agit de faire voir que cette arête s’appuie à-Tn— 
fois sur les deux cercles qui ont pour diamètres les cordes 
AB et CD. 

Supposons qu’elle passe par le point du cercle du diamètre 
CD , cjui se projette eu I sur le plan des trois centres E, O, F; 
la demi-corde de ce cercle , menée par ce même point per- 
pendiculairement au diamètre BD, est moyenne proportionnelle 
entre les deux parties CI , DI de ce diamètre. Ayant mené 
par le point I la droite LIAI parallèle à AB, les deux triangles 
1)1 L , MIC sont semblables; car les angles ABC et LDC , 
qui ont pour mesure la moitié des arcs AD et DC , sont égaux; 
mais l’angle ABC est égal à l'angle EMC , donc les angles des 
deux triangles DIE et MIC sont égaux. La similitude des deux 
triangles donue la proportion DI; IL :: IM ; IC; d’où il 
suit que DI X IC = IL X IM. Ainsi la deini-corde au point I 
est moyenne proportionnelle non-seulement entre les droites DI 
et IC, mais encore entre les parties IL et IM de la droite LM ; 
donc cette droite LM est le diamètre d’un petit cercle de la 
sphère dont le plan est perpendiculaire à celui des trois centres 
E , O, F ; mais dans un cône , toutes les sections parallèles sont 
semblables (§. I, art. 16 ); donc le plan mené par AB per- 
pendiculairement au plan des trois centres E, O, F , coupe 
le cône dont le sommet est en II , suivant le cercle du dia- 
mètre AB. On démontrerait de la même manière que la 
droite , qui a pour projection sur le plan des trois centres 
E , O , F , la droite GI'K* s’appuie sur les deux cercles des 
diamètres AB et CD; donc par deux cercles quelconques donnés 
sur une sphère , on peut mener deux cônes obliques , dont 
les sommets sont sur le plan qui passe par le centre de la sphère 
et par les centres des cercles donnés. 

Réciproquement étant donnés un cercle de la sphère, et un 
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point au dehors de cette sphère , le cône oblique qui a pour 
base le cercle et pour sommet le point, passe par un second cercle 
de la sphère dont le plan serait perpendiculaire à celui qu’on 
mènerait par le sommet du cône, le centre de la sphère et le 
centre du cercle donné. Ce plan coupe le cône suivant deux arêtes,' 
et l’angle compris entre ces deux arêtes est ce qu’on nomme la 
section principale du cône oblique. Cette section jouit de la pro- 
priété que l’une des deux arêtes qui la forment , fait avec les plans 
des deux sections circulaires du cône , des angles qui en général 
diffèrent entre eux , et qui , dans tous les cas , sont égaux aux 
angles de l’autre arête de la section principale avec les deux 
mêmes plans. Dans la Jig. 1 , PI. 4 , l’arête D1LB fuit avec les plans 
des cercles AB, DC des angles. égaux, à ceux que l’arête CHA 
fait avec les mêmes plans DC, AB; ainsi étant donné un cône 
oblique du secoud degré ( §. I , art. i5), on voit d’après cç 
qui précède qu’il peut être engendré par uu cercle de deux 
manières différentes , et qu’il n’y a aucun point par lequel on 
ne puisse mener deux cercles situés dans des plans dirigés dans 
des sens différons , et perpendiculaires au plan de la section 
principale du cône j ce qui est conforme à la proposition sim- 
plement énoncée §. I, art. i 5. 

• • r • 

65. Les plans de deux cercles d’une sphère étant parallèles, - 
le cône qui passe par ces deux cercles , d’oblique qu’il eût 
été avant le parallélisme , devient un cône droit. 

Si les deux cercles sopt de même rayon et dans des plans 
parallèles, le cône droi! se transforme en un cylindre droit. Lors- 
qu une sphere est rencontrée par un cylindre à ba 3 e quelconque 
qui la pénétré totalement , la courbe de pénétration est composée 
de deux branches égales et symétriquement placées par rapport 
au plan mené par le centre de la sphère perpendiculairement aux 

8 
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arêtes du cylindre ; car il est évident que ce plan divise en 
deux parties égales toutes les cordes de la sphère dirigées suivant 
les arêtes du cylindre. 

' 66. Lorsque la sphère et un cône oblique à base circulaire 

se pénètrent, U courbe d’intersection est composée de deux cercles 
ritués dans deux plans différons. Cette proposition qui vient 
d’être démontrée, est une conséquence d’une autre plus générale. 
En effet l’intersection de deux surfaces quelconques du second 
degré qui se pénètrent , est en général composée de deux 
branches; si l’une de ces branches est une courbe plane , l’autre 
branche est encore nécessairement plane , et les plans de ces 
deux courbes sont inclinés l’un par rapport à l’autre. On démontre 
cette proposition par l’analyse, et on en verra des applications 
dans la théorie des ombres. 

L’intersection d’une surface quelconque du second degré par 
un plan , est une courbe du second degré qui jouit de la propriété 
de ne pouvoir être coupée par une droite qu’en deux points. En 
admettant cette propriété , on voit que tout plan qui coupera 
une surface du second degré suivant une droite , passera par 
une autre droite de cette surface , de sorte que le système de ces 
deux droites sera la section totale de la surface par le plan. 
C’est par cette raison que l’hyperboloïde à une nappe et le 
paraboloïde hyperbolique (§. I, art. 14) peuvent être engen- 
drés par une droite de deux manières différentes. Le plan qui 
passe par une droite du premier système de génération, contient 
nécessairement une seconde droite appartenant au second système. 

Vu ,, 

67. H peut arriver que le cône oblique qui coupe une sphère 
ait pour sommet un point de cette sphère ; alors 1 un des cercles 
d’intersection de ces deux surfaces est réduit au point qui est le 
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sommet du cône. Supposons que la droite AB (PI. IV, Jig. i ) 
et le point O restant les mêmes, la droite DC diminue de 
grandeur en restant parallèle à elle-même ; elle se réduira au 
point , qu’on prend par hypothèse pour sommet du cône, et 
qui appartient à la circonférence ABCD. Or dans cette hypo- 
thèse , les droites OH , OF se confondront ; donc tout plan 
perpendiculaire au rayon de la sphère mené par le sommet 
du cône , coupera ce cône suivant un cercle. En effet, soit ACQ 
(PI. 4, Jig. 2) la section principale du cône oblique qui 
a son sommet au point C dç la surface de la sphère , et pour 
base le petit cercle du diamètre AB ; il est facile de voir que 
le plan PQ , perpendiculaire au rayon OC de la surface de 
la sphère, coupe le cône suivent un cercle du diamètre IIS j 
car les angles des arêtes AC , BC avec le plan AB , sont évi- 
demment égaux aux angles de ces mêmes arêtes BC , AC avec 
le plan PQ ou BS ( art. 64 ) ; donc AB et BS son* les traces 
des plans perpendiculaires au plan de la section principale du 
cône, qui coupent ce cône suivant des cercles. 

68. C’est sur cette propriété du cône qui a pour sommet un 
point de la sphère et pour base un cercle de cette sphère , qu’est 
fondée la construction des cartes géographiques par la méthode 
des projections stéréographiques. D’après cette méthode, les 
lignes de projection sont des droites dirigées vers un point 
de la surface d’une sphère , et le plan de projection est 
perpendiculaire au rayon de la sphère qui correspond à ce 
point. Les lignes de projection menées vers les points d’un cercle 
de la sphère, appartiennent à un cône oblique , qui est coupé 
par le plan de projection suivant un cercle ; or ce dernier cercle 
est la projection du premier ; donc tous les cercles de la sphère 
sont représentés par d’autres cercles. La terre, considérée comme 
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une sphère , est divisée en méridiens et en parallèles è l’équa- 
teur , qui se projettent suivant d’autres cercles sur les cartes 
«téréographiques. 

69. La projection stéréographiquc jouit encore d’une autre 
propriété très-remarquable ; l’angle formé par deux tangentes 
à la surface d’une sphère, ne diffère pas de sa projection sté- 
réographique. Pour démontrer cette proposition, soit (PI. 4 - 
fë- 3 ), ABMN la base circulaire d’un cône droit : ayant mené 
par le sommet de ce cône une droite quelconque perpendi- 
culaire à son axe, qu’on imagine par cette droite deux plans 
tangens au cône ; ces plans qui auront pour traces sur le plan 
de la base ABMN des droites parallèles AD , BD' , seront 
également inclinés par rapport à l’axe du cône. Maintenant si 
on suppose que chacun des deux plans tangens soit coupé par 
deux plans quelconques menés par Taxe du cône, l’angle formé 
par les deux droites d’intersection , sera de même grandeur dans 
chacun des deux plans tangens. En effet , les plans menés par 
l’axe du cône ont pour traces sur le plan de sa base deux droites 
quelconques, telles que CSC', DSiy passant par le centre S 
de cette base} or il est évident que les deilx triangles qui ont 
pour sommet commun le sommet du cône , et pour bases les 
droites CD , C'D' , sont égaux ; donc les angles opposés à ces 
droites sont aussi égaux. 

Réciproquement étant donnés deux plans quelconques A 
et B , lorsqu'on les coupe par deux autres plans C et D 
qui j ont avec l’intersection commune des deux premiers des 
angles égaux , et qui de plus passent par une droite per- 
pendiculaire à cette intersection commune , les angles formés 
par les droites intersections des plans A et B et du plan G r 
sont égaux aux angles formés par les droites intersections 
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des mêmes plans A et B et du plan D. Ainsi les plans qui 
ont pour traces les droites CSC' , DSD' , et qui passent par 
l’axe S du cône droit, sont coupés par les plans taDgens au 
cône , menés par les parallèles AD , BD' , suivant des droites qui 
comprennent entre elles le même angle. Les angles de ecs 
droites ont pour projections orthogonales sur le plan de la base 
du cône droit , les angles égaux CSD , C'SD'. 

70. Le centre O de la sphère ( PI. 4 du Supplément ,Jlg . 4) , 
le point C de cette surface vers lequel concourent les lignes 
de projections , et le point E sommet de l’angle cjui a pour 
côtés les tangentes à projeter, déterminent la position d’un 
plan qui- coupe la sphère suivant Je grand cercle PCQE ; la 
corde CE de ce cercle est l'intersection commune des deux 
plans menés par le point C et par les deux tangentes à pro- 
jeter. L’angle de ces deux tangentes est dans un plan AE per- 
pendiculaire au rayon OE, et par conséquent perpendiculaire 
au plan du grand cercle PCQE ; la projection stéréographique de 
cet angle est dans un plan tel que POQ perpendiculaire au rayon 
OC. Il s’agit donc de faire voir que les deux plans qui ont 
pour traces sur le plan du cercle PCQ auquel ils sont perpendi- 
culaires, les droites AE, PQ, coupent suivant des angles égaux 
les deux plans qui projettent l’angle des deux tangentes , et qui 
ont pour intersection commune la droite CE, cordcdu grand cercle 
PCQE. Les plans qui ont pour traces les droites AE, PQ, sont 
également inclinés par rapport à la droite CE; de plus ils passent 
l’un et l’autre par une droite perpendiculaire à cette droite CE, 
puisqu'ils sont tous deux perpendiculaires au plan du grand 
cercle PCQE qui contient cette droite ; donc ( art. 69 ) l’angle 
des tangentes contenu dans le plan AE ne diffère pas de la 
projection stéréographique de cet angle sur le plan PQ. 
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' Des sections du cône du second degré. 

71 . En considérant le cône du second degré comme engendré 
par une droite mobile qui passe constamment par un même 
point, sommet du cône, et qui est dirigée dans son mouve- 
ment par’un cercle , base de ce cône , les intersections successives 
de la droite mobile par un plan ou par une autre surface donnée,' 
déterminent les points de la section faite dans le cône par cette 
surface. Lorsqu’un cône est coupé par un plan , ou toutes les 
arêtes sont rencontrées par le plan , ou le plan coupant est paral- 
lèle à une des arêtes du cône. Dans le premier cas, il est évident 
que la courbe est fermée , et oû la nomme ellipse ; dans le 
second cas , la courbe a des branches infinies , puisqu’une droite 
parallèle à un plan n’a de point commun avec ce plan qu’à 
l’infini. Pour déterminer les arêtes d’un cône parallèle à un 
plan donné , on mène par le sommet du cône un plan paral- 
lèle au plan donné ; ou ce plan parallèle ne rencontrera pas 
la base circulaire du cône, ou il la coupera en deux points, 
ou enfin il lui sera tangent. Dans le premier cas , la section 
du cône est elliptique. Dans le second cas, la section est 
une . hyperbole ; les deux nappes du cône sont rencontrées 
par le plan coupant , et chaque nappe contient une branche de 
l’hyperbole. Dans le troisième cas, la section est un e parabole 
qui appartient à une seule nappe de la surface conique. 

72. Connaissant les arêterdn cône parallèles au plan coupant, 
il sera facile de construire les tangentes qu’on nomme asymptotes , 
qui correspondent aux points de la section conique, situés à 
l’infini. En effet , la tangente en un point quelconque de la section 
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Conique, résulte de l’intersection du plan tangent au cône en 
ce point, et du plan coupant : or le plan tangent en un point d'un 
cône touche le cône suivant l’arête qui passe par ce point, mais 
cette arête est connue , puisqu’elle est parallèle au plan coupant; 
donc si par cette arête on mène un plan tangent au cône , l’inter- 
section de ce plan et du plan coupant sera l’asymptote. Lorsque 
la section est une hyperbole , le cône a deux arêtes parallèles 
ou plan coupant ; à chaque arête correspond un plan tangent , 
donc l’hyperbole a deux asymptotes. Le point d’intersection 
des deux asymptotes est le centre de l’hyperbole. 11 est évident 
que ce centre est aussi le point de rencontre du plan coupant 
et de la droite d’intersection des deux plans qui touchent le 
cône suivant les arêtes parallèles au plan coupant. L’hyper- 
bole approche d’autant plus de se confondre avec ses asymp- 
totes , que le plan de l’hyperbole approche davantage du sommet 
du cône. Enfin lorsqu’il passe par ce sommet, chaque branche 
de l’hyperbole devient une ligne droite. 

La section du cône est une parabole , lorsque le plan coupant 
et le plan qui touche le cône suivant l’arête qui passe par le 
point situé à l’inCni , sont parallèles ; alors ces deux plans n’ont 
de points communs qu’à l’infini; d’où il suit que la parabole 
n’a pas d’asymptotes. 

y3. Tout ce qu’on vient de dire sur les courbes qui résultent 
de l’intersection d’un cône à base circulaire par un plan et 
sur les tangentes à ces courbes, s’applique également et au cône 
oblique et au cône droit. En supposant le cône droit coupé 
par un plan , si l’on mène par l’axe du cône un second plan 
perpendiculaire au premier, l’intersection de ces deux plans est 
dans la direction de l’une des droites qu’on a nommées axes 
principaux de la section conique-(§. I, art. io). 
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Soit MNPQ ( PI. 4 , fig. 5) la base horisontale d’un cône 
droit coupé par un plan MN qui passe par l’axe S, suivant 
deux arêtes qui se projettent sur un plan vertical parallèle au 
plan coupant , en sm et sn. Soient A B , A'IV , A"\\" les 
traces sur le plan vertical , et BC, JVC' , B"C" les traces 
sur le plan horisontal , de trois plans perpendiculaires au plan 
vertical, qui coupent le cône droit. La section elliptique est 
dans un plan tel que ABC , et' la parabole dans un plan 
A"B"C" parallèle au plan .îwi.M tangent au cône. L’hyperbole 
est dans un plan A'B'C' qui coupe les deux nappes de la sur- 
face du cône droit. AB, A'B' , A"B" sont , dans cette figure, 
des droites parallèles aux axes principaux des trois sections 
coniques , l’ellipse , l’hyperbole et la parabole. 

L’ellipse , soit qu’elle résulte de l’intersection du cône ou 
du cylindre à base circulaire par un plan , est dans les deux 
cas une ligne du même genre, comme on peut s’en assurer en 
comparant cette ellipse nu cercle qui aurait pour diamètre le 
grand axe de l’ellipse. En établissant cette comparaison , on 
a déjà démontré l’égalité de la sous-tangente du cercle et de 
l’ellipse , lorsque cette ellipse a pour axe principal un diamètre 
du cercle ( art. 6? , G. D. ). 

74. Quelle que soit la base d’un cône , on construira la 
courbe d’intersection de ce cône et d’un plan, en les coupant 
par une suite de plans passant par le sommet du cône. Chacun 
de ces plans coupera le cône et le plan donné suivant des 
droites ; les points communs à ces droites appartiennent à la 
courbe d’intersection cherchée. Si on donne une droite dans 
le plan qui coupe le cône , et si on demande les points de la 
courbe situés sur cette droite, on mènera par le sommet du 
cône et par cette droite un plan ; ce plan coupera le cône suivant 
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une ou plusieurs arêtes ; les points communs aux arêtes du 
cône et A la droite du plan seront évidemment sur cette droite. 

Des sections de V hyperboloïde de révolution. 

*]5. De deux droites situées d’une manière quelconque l’une 
par rapport à l’autre, la première étant fixe et la seconde 
mobile , la droite mobile en tournant autour de la droite fixe , 
comme axe de révolution , engendre la surface qu’on nomme 
hyperboloïde de révolution à une nappe. On démontre par 
l’analyse que la courbe méridienne de cette surface de révo- 
lution est une hyperbole , et c’est par cette raison qu’on lui 
a donné le nom d’hyperbolôîcle de révolution à une nappe, dont 
il a déjà été question ( §. I , art. 3 et 10 ). 

Un cylindre droit qui a pour axe la droite fixe et pour base 
le cercle décrit avec un rayon égal à la plus courte distance 
de la droite fixe et de la droite mobile , touche la droite mobile 
dan9 toutes ses positions, et le point de contact de cette droite 
mobile et du cylindre, décrit le cercle qui sert de base au 
cylindre. En effet, si l’on conçoit la perpendiculaire aux deux 
droites fixe et mobile , le pied de cette perpendiculaire sur la 
droite mobile , décrit un cercle qui a pour centre le pied de 
la perpendiculaire sur la droite mobile. Dans ce mouve- 
ment , la droite mobile est toujours à la même distance de la 
droite fixe, donc elle touche le cylindre droit qui a pour axe 
la droite fixe et pour base le cercle d’un rayon égal à la plus 
courte distance de ces deux droites. Désignons ce cylindre par 
la lettre C. 

La droite mobile touche le cylindre C en un point , et fait 
avec l’arête du cylindre menée par le point de contact un angle 
qui ne varie pas, quelle que soit la position de la droite mobile. 

9 
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Si on suppose que cette droite, sans cesser d’être dans le plan 
qui touche le cylindre C au même point , change de côté par 
rapport à l’arête de contact , de manière que celte arête divise 
en deux parties égales l’angle formé par la droite mobile 
primitive et cette même droite transposée ; alors les deux rôtés 
de cet angle seront symétriquement placés par rapport à la 
droite fixe $ ils seront également distans de cette droite , et en 
tournant ensemble autour d’elle, ils engendreront la même sur- 
face de révolution , puisqu’elle sera composée de cercles qui 
auront mêmes centres et mêmes rayons. D’où il suit que l’hy- 
perboloïde de révolution peut être engendree par une droite 
de deux manières différentes ; dans chaque système de géné- 
ration , la droite mobile touche le cylindre droit qui a pour 
axe la droite fixe et pour base le cercle décrit avec un rayon 
égal à la plus courte distance de la droite fixe et de la droite 
mobile ; l’angle de la droite mobile et du plan de la base du 
cylindre est constant. 

76. Problème. Etant donnée la projection d’un point de 
l’hyp crboloitde de révolution à une nappe , sur un plan per- 
pendiculaire’ à l’axe de révolution , construire une seconde 
projection de ce point sur un plan méridien de la surface. 

Solution. Soient O, oa (PI. 6) les projections hori- 

sontale et verticale de l’axe de révolution ; AB, ab celles de la 
génératrice , ACD le cercle décrit du point O comme centre 
avec un rayon égal b la plus com te distance des deux droites 
fixe et mobile ; sat la project on verticale de ce cercle. On 
donne la projection horisontale M d’un point de f hyperboloide , 
et on demande sa projection sur le plan vertical ef parallèle au , 
plan méridien EF. 
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BEF étant la circonférence du cercle que décrit le point B de la 
génératrice sur le plan horisontal, on mènera par le point if 
la droite UMTV qui touche le cercle ACD au point T et qui 
coupe le cercle BEF aux points U et V. Le plan vertical UMTV 
coupe Fhyperboloïde suivant deux droites qui se croisent au 
point T, t, et dont les projections verticales sont les droites ut, ut; 
or l’une ou l’autre de ces droites contient la projection verticale 
correspondante au point M , donc cette projection est sur la ver- 
ticale M mmf en m ou m! , à égales distances de l’horisontale st. 
On aurait pu mener par le point M la tangente RSQ au cercle 
ACD, et concevoir par cette tangente un plan vertical qui 
aurait’ coupé l’hyperboloïde suivant deux droites qui se croi- 
seraient au point S, a, et dont tes projections verticales seraient 
rs et qs , coupées par la verticale Mr/im' aux points m et mf, 
déjà trouvés sur les droites ut , ut. 

77. Problème. Connaissant les deux projections d’un point 
de Fhyperboloïde de révolution dont l’axe est vertical , mener 
par ce point un plan tangent à Fhyperboloïde. 

Solution. Soient M et m les deux projections du point donné : 
les deux génératrices qui passent par ce point déterminent la 
position du plan tangent j or ces génératrices coupent le plan 
horisontal aux points R et U , donc le plan tangent au point 
hl,m a pour trace sur le plan horisontal la droite UR. Ce 
plan satisfait à la condition d’être perpendiculaire au méridien 
OM , q«i passe par le point de contact M, m, car la droite 
URest perpendiculaire à OM; d’où il suit que connaissant le 
point d’intersection R ou U d’une des génératrices avec le plan 
horisontal , on aura la trace du plan qui touche la surface en 
un point de cette génératrice , en élevant par le point R ou U 
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une perpendiculaire sur la trace du plau méridien mené par 
1» pouit couuu sur la génératrice. 

L • point M étant toujours la projection horisontalc d’un point 
de l’hyperboioïde , si m' en est la projection verticale, -le plan 
tangent au point M, m! coupera le plan horizontal suivant la 
droite QV, corde du cercle QVUH perpeud.culairc à la trace OM 
du méridien mené par le point M , m' . 

Il suit de là que tout plan mené par une droite quelconque 
de l'hyperboloïdc de révolution, touche cette surface au point 
où la droite coupe le plan méridien auquel le plan tangent 
est perpendiculaire. 

78. Problème. Etant donnés 'un hyperboloïde de révolution 
et un plan qui coupe cette surface , construire la courbe d’in- 
tersection. 

Solution. Ayant mené une suite de plans perpendiculaires à 
l’axe de révolution , chacun de ces plans coupe la surface de 
révolution suivant un cercle , et le plan coupant suivant une 
droite ; les points communs au cercle et à la droite appartiennent 
à la courbe d’intersection. Autrement on considérera l’hyper- 
boloïde comme engendré par une droite mobile ; cette droite 
dans une position quelconque rencontre le plan coupant en un 
point qui appartient à la même courbe d’intersection. On cons- 
truit la tangente en un point quelconque de cette courbe, en 
menant le plan tangent en ce point ( art. 77) et en cherchant 
l’intersection de ce plan et du plan de la courbe. 

La courbe d’intersection de l’hyperboloïde et du plan étant 
supposée construite , un plan méridien quelconque coupe cette 
courbe en deux points. Lorsque le plan méridien est déterminé, 
on peut construire directement ces deux points par la cons i- 
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dération suivante : l’intersection du plan méridien et du plan 
qui coupe Fhyperbokride , est une droite qui passe par i’axe 
de révolution ; si on fait mouvoir cette droite autour de l’axe , 
elle engendre uu cône droit ; ce cône et l’Iiyperboloïde 
ayant même axe, se coupent suivant un cercle, et ce cercle 
contient les points demandés. Pour déterminer la position de ce 
cercle , on cherchera le point d’intersection de la génératrice dans 
une position quelconque et du cône droit (art. 74 ); par ce 
point , on mènera un plan perpendiculaire à l’axe de révolution, 
qui coupera l’hyperboloide suivant un cercle d’un rayon égal 
à la distance du point à l’axe de révolution. Les points com- 
muns à ce cercle et au méridien sont les points demandés. 

79* Problème* L hyperboloïdc de révolution étant une sur- 
face du second degré, toutes ses sections planes sont des courbes 
du meme degré; on propose de déterminer quelle doit être 
la position du plan coupant par rapport à la surface, pour 
obtenir ou une ellipse , ou une hyperbole, ou une parabole. 

Solution. Etant donnée la droite fixe et la droite mobile 
génératrice de la surface, on mènera par un point quelconque de 
k droite fixe une parallèle à la droite mobile, et on supposera 
que cette parallèle tourne en même tems que la droite mobile 
autour de la droite fixe. La droite mobile engendrera l’hy- 
perboloïde de révolution, et sa parallèle décrira un cône droit, 
tel qu’il n’y a aucune droite sur l’hyperboloide qui n’ait sa paral- 
lèle sur le cône. 

.Cela posé, on mènera par le sommet de ce cône un plan 
parallèle au plan coupant dont la position, par rapport à i’hy- 
pei boioïde , est connue. Ou ce plan n’aura de commun avec 
le cône que le sommet , ou il le coupera suivant deux arêtes 
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on enfin il le touchera. Dans le premier cas , la section est 
une ellipse, dans le second une hyperbole, et enfin dans 
le troisième c’est une parabole. Supposons que le plan coupe 
le cône suivant deux arêtes , et qu’on ait projeté ces arêtes 
sur un plan perpendiculaire à l’axe de révolution. Il sera facile 
de trouver les deux positions de la droite génératrice pour les- 
quelles cette droite est parallèle aux arêtes, et par conséquent 
parallèle au plan coupant. Or les points de la courbe d’inter- 
section correspondant à ces deux positions , sont à une distance 
infinie ; donc les droites intersections des plans tangens en ces 
points , et du plan de la courbe, seront les asymptotes de cette 
courbe. 

Pour déterminer le plan tangent en un point de la génératrice 
situé à une distance infinie, il faut remarquer que ce point est 
nécessairement dans un plan méridien ( art. 77 ) , parallèle & 
la génératrice sur laquelle ce point est situé. Doue si on mène 
par la génératrice parallèle au plan coupant, un plan perpen- 
diculaire au plan méridien qui lui est| parallèle , ce plan tou- 
chera la surface en un point situé à l’infini sur la génératrice , 
et l'intersection de ce plan et du plan coupant sera l’asymptote. 
Répétant les mêmes constructions pour la seconde position de la 
droite génératrice , dans laquelle cette droite est parallèle au 
plan coupant , on obtiendra la seconde asymptote. 

80. Lorsque le plan de la section de l’hyperboloiide est paral- 
lèle au plan qui touche le cône droit suivant une arête , ces 
deux plans sont perpendiculaires au plan méridien qui passe par 
l’arête de contact ; or cette arête est parallèle à la génératrice 
de l’hyperboloïde sur laquelle est le point de la section , situé 
à l’infini ; donc ( art. 77 ) le plan qui touche l’hyperboloide en 
ce point , est parallèle au plan qui touche le cône droit , et 
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par conséquent au plan coupant ; donc la tangente en ce point 
de la section de l’hyperboloïde , est située à une distance infinie j 
d’où il suit que la section n’a pas d’asymptote , propriété qui 
distingue la parabole des autres courbes du second degré. 

Des sections planes du paraboloïde hyperbolique. 

" • *' v 

81. Le paraboloïde hyperbolique est une surface(§.I, art. 14) 
engendrée par une droite mobile , qui s’appuie sur deux droites 
fixes , et qui est constamment parallèle à un même plan. Cette 
surface étant du second degré , elle peut (art. 66 ), être engeu- 
drée par une droite de deux manières differentes. On démontre 
par une analyse très-simple , que dans les deux systèmes de 
génération ,» la droite mobile est parallèle à un plan dont la 
direction est déterminée pour chaque système. 

Soient A et B deux droites fixes , et P le plan qui leur est 
parallèle. En menant une suite de plans parallèles à un plan 
donné P / , chacun de ces plans coupe les deux droites A et B 
en deux points , qui déterminent la position d’une droite paral- 
lèle au pian P. Nommons A' et B' deux parallèles au plan P / j 
qui s’appuient sur les droites A et B. On engendre le même 
paraboloïde , soit qu’on prenne les droites A' B / pour direc- 
trices d’une droite mobile constamment parallèle au plan P, 
ou les droites A et B pour directrices d’une droite mobile ‘cons- 
tamment parallèle au plan P'. 

Les directrices A , B et A' , R' peuvent être remplacées par 
deux ■droites quelconques du paraboloïde , prises dans l’un ou 
l’autre système de génération de cette surface. 

Chacun des plans prallèles au plan donné P / , contient une 
génératrice de la surface,* donc la génératrice, pour ce pre- 
mier système de génération , s’appuie sur la droite située b 
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l’infini vers laquelle concourent tous les plans parallèles à P'. 
Par la même raison , la {génératrice -, dans le second système 
de génération , s’appuie sur la droite située à l’infini , vers 
laquelle concourent tous les plans parallèles à P. Donc on 
peut regarder le paraboloïde hyperbolique comme engendré 
par une droite qui s’appuie constamment sur trois autres comme 
directrices , et en effet cette surface est ce que devient l’hyper- 
boloïde à une nappe (§. I, art. 14), engendré pnr une 
droite qui s’appuie sur trois autres, lorsque la génératrice n’étant 
assujettie qu’à s’appuyer sur deux des trois directrices, on subs- ■ 
titue à la troisième directrice un plan , auquel la génératrice 
doit être constamment parallèle. 

, ; ' * ' • t • 

82. Problème. Le paraboloïde hyperbolique étant coupé 
par un plan , suivant une courbe du second degré , on pro- 
pose de déterminer le genre de la courbe d’intersection. 

•’ Solution. Supposons, 1®. que le plan sécant passe par une 
droite de la surface, il contiendra (art. 66) une seconde droite 
de cette même surface , et il la touchera au point de rencontre 
de ces deux droites. 

2°. Que le plan sécant coupe les deux plans que nous avons 
désignés dans l’article précédent par les lettres P et P', suivant 
deux droites p et p'. On déterminera la parallèle à p , qui s'ap- 
puie sur les deux directrices A' et B' , parallèles au plan P', et 
la parallèle à // qui s’appuie sur les directrices A et B, paral- 
lèles au plan P. Pour construire ccs parallèles , on mènera par 
la droite A' et par une parallèle h p un plan qui coupera la 
droite B' en un point par lequel on mènera la génératrice paral- 
lèle à p ; on mènera par la droite A et par une parallèle à p', 
un plan qui coupera la droite B en un point par lequel on 
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mènera la génératrice parallèle à //. Les génératrices parallèles 
aux droites p et pf sont nécessairement parallèles au plan sécant 
qui contient ces droites ; or les points de la courbe d’inter- 
section du paraboloïde et d’un plan , sont ceux où les géné- 
ratrices du paraboloïde coupent ce plan; donc quel que soit 
le plan sécant , il y a deux points de l’intersection placés à 
une distance inûnie sur les génératrices parallèles à ce plan ; 
d’où il suit qu’un paraboloïde ne peut pas être coupé par un 
plan suivant une courbe fermée ; donc les sections planes de 
cette surface sont des paraboles ou des hyperboles. Nous * 
allons démontrer que les plans parallèles à la droite d’inter- 
section des plans P et F auxquels les génératrices du parabo- 
loïde sont parallèles, coupent cette surface suivant des paraboles, 
et que tout autre plan le coupe suivant une hyperbole. 

83. Le plan sécant coupe les plans P et P' suivant deux droites." 

Les génératrices parallèles à ces droites contiennent (art. 8a) les 
points de la courbe d’intersection placés à une distance infinie , 
et si les plans qui touchent la surface en ces points coupent le 
plau sécant , les droites intersections de ces plans seront les 
asymptotes de la courbe d’intersection du paraboloïde et du plan 
qui coupe cette surface ; d’où il suit que cette courbe sera 
une hyperbole. Soit G la génératrice parallèle à l’intersection 
du plan P et du plan sécant; un plan quelconque X mené 
par la droite G , coupe une droite g du même système de 
génération en un point ; le plan parallèle au plan P' mené par ce 
point , coupe la droite G au point de contact du plan quel- 
conque X et du paraboloïde ; donc si le plan X est parallèle 
au plan P, il sera aussi parallèle à toutes les droites, telles quç g , 
qui sont parallèles à ce plan P ; donc il touchera le paraboloïde 
en un point placé à une distance infini e sur la droite G ; donc 

10 
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l'intersection de ce plan tangent et du plan qui coupe le 
paraboloïde , sera l’asymptote de la section faite par ce dernier 
plan. 

Si G 7 est la génératrice parallèle à l’intersection du plan W 
et du plan sécant , le plan mené par la droite G' parallèlement 
au plan P' coupera le plan sécant suivant une droite qui sera; 
la seconde asymptote ; donc quel que soit le plan qui coupe 
le paraboloïde suivant une hyperbole, les asymptotes de cette 
hyperbole seront parallèles aux droites intersections du plan 
sécant et des plans P et P'. Mais lorsque le plan sécant sera 
parallèle à la droite d’intersection des plans P et P' , il est évi- 
dent que les asymptotes seront parallèles entre elles ; de plus 
elles seront situées à une distance infinie, car les deux géné- 
ratrices parallèles à l’intersection des plans P et P', sont à une 
distance infinie de cette intersection : donc les plans menés par 
ces génératrices parallèlement aux plans P et P', ne peuvent 
rencontrer le plan sécant que suivant des droites situées à l’in- 
fini ; or ces droites sont les asymptotes : donc lorsque le plan 
coupant est parallèle à la droite d’intersection des deux plans 
auxquels la génératrice du paraboloïde est parallèle, la section 
est une parabole ; le plan coupant dans toute autre direction 
donne une hyperbole , et dans aucun cas la section ne peut 
être une courbe fermée. . 

Que la courbe soit line parabole ou une hyperbole, on obtient 
la tangente en un point quelconque de cette courbe , en cons- 
truisant l’intersection commune du plan qui touche le parabo^ 
loïde en ce point , et du plan de la courbe. 
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Des sections planes de V hyperboloïde à une nappe. 

84. On a vu (art. 56 , 57) tout ce qui est relatif à la géné- 
ration de cette surface et à son plan tangent. Si, par un point 
quelconque de l’espacé, on mène des parallèles à cinq droites 
de l’hyperboloide , qui appartiennent au même système de 
génération , on prouve par l’analyse que le cône du second 
degré qui passe par ces cinq droites , jouit de cette propriété qu’il 
n’y a aucune droite sur l’hyperboloide qui n’ait sa parallèle 
sur le cône. En supposant cette propriété démontrée , et ayant 
construit le cône, il sera facile de reconnaître l’espèce de 
courbe qui résulte de l’intersection de l’hyperboloide et d’un 
plan donné; car après avoir mené par le sommet du cône un 
plan parallèle au plan donné , ou ce plan n’aura de commun 
avec le cône que -le sommet , ou il sera tangent , ou il contien- 
dra deux arêtes du cône. Les sections correspondantes à ces 
trois hypothèses sont ou des ellipses, ou des paraboles, ou des 
hyperboles. 

Lorsque la section est une hyperbole, il y a sur l’hyper- 
boloide deux droites parallèles au plan coupant, et en suppo- 
sant ces droites déterminées , on pourra construire les asymptotes 
à l’hyperbole. En effet soit A l’une des droites, B et C deux 
autres droites quelconques appartenant , ainsi que A , au même 
système de génération. Tout plan passant jpar A coupe la droite B 
et C en deux points ; la droite qui joint ces deux points , 
et la droite A déterminent la position d’un plan , qui touche 
la surface au point de rencontre de ces deux droites. Si par les 
droites B et C et parallèlement à la droite A , on mène deux 
plans, l’intersection de ces deux plans sera parallèle à A et s’ap- 
puiera sur les droites B et C ; donc si par cette intersection 
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et par la droite A on mène un plan , il touchera la surface 
en un point de la droite A situé à l’infini ; donc l’intersection 
de cc plan et du plan coupant sera l’asymptote de l’hyperbole. 
En raisonnant de la même manière sur la seconde droite A' 
parallèle au plan coupant , on construira deux autres droites 
quelconques B', C' du même système de génération ; on mènera 
par ces droites des plans parallèles à la droite A' ; par l’inter- 
section de ces plans et par la droite A' on fera passer un 
plan qui coupera le plan de l’hyperbole suivant la seconde 
asymptote. 

Le cône du second degré qui sert à distinguer le genre des 
sections planes de l’hyperboloïde à une nappe , devient un 
cône droit à base circulaire , lorsque Thyperboloïde est de 
révolution. 

85. La projection d’un point de l’hyperboloïde à une nappe 
étant donnée , pour trouver l’autre projection , il faut cons- 
truire l’intersection de cet hyperboloïde , et d’une droite qui 
est perpendiculaire au plan de projection, et qui passe par le 
point donné sur ce plan. Si par une droite quelconque, on 
mène un plan qui coupe la génératrice de l’hyperboloïdc 
dans scs différentes positions , la courbe du second degré qui 
passe par tous les points d’intersection est rencontrée par la 
droite en deux points , dans lesquels cette droite coupe l’hy- 
perboloïde. Donc étant donnée la projection horisonlale d’un 
point de l’hyperbolorde , si par la verticale qui passe par 
cette projection , ou mène un plan qui coupe rhyperboloïdc 
suivant une courbe du second degré , la projection verticale 
de cette courbe contiendra la seconde projection du point 
de l’hyperboloïde ; donc ce point sera déterminé. 

En faisant usage des propriétés des courbes du second de- 
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gré, on ne construit que cinq points de la courbe d’inter- 
section de l’hyperboloïde et du plan mené par la droite , et 
on trouve directement le point de la courbe qui se trouve sur 
cette droite. (V oyez la Correspondance sur l’Ecole Polytechnique, 
tome I er ., page 434). 

De l intersection de deux surfaces cylindriques du second 

degré. 

86. Une ligne droite qui reste toujours parallèle à une 
droite donnée , pendant qu’elle se meut en s’appuyant sur 
une courbe du second degré , engendre une surface cylindrique 
du second degré. 

Lorsque deux surfaces cylindriques à base quelconque, se 
pénètrent, chaque point de la courbe d’intersection est commun 
aux deux arêtes des cylindres , qui se croisent en ce point • 
or , les plans menés par ces arêtes sont parallèles entre eux ' 
donc étant données deux surfaces cylindriques , si on les coupe 
par une suite de plans parallèles aux deux droites parallèles 
aux génératrices de ces surfaces , chacun de ces plans con- 
tiendra des arêtes des cylindres, qui se rencontreront en des 
points de la courbe d’intersection des deux surfaces cylindriques. 
Les bases .des surfaces cylindriques étant des courbes fermées 
un point de la courbe d’intersection ne peut être situé à l’infini ; 
que lorsque des arêtes prises sur les cylindres qui se pénètrent * 
sont parallèles ; mais deux arêtes ne peuvent être parallèles entré 
elles , à moins que toutes les arêtes de l’un des cylindres ne 
soient parallèles aux arêtes de l’autre ; or , dans cette hypo- 
thèse du parallélisme des arêtes , les cylindres se coupent sui- 
vant des lignes droites ; donc, quelles que soient les courbes qui 
dirigent les droites génératrices des deux surfaces , pourvu qu'elles 
«oient à branches fermées pour l’un et l’autre cylindre , les. 
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branches de la courbe d’iiilersection sont toujours fermées J 1 

ou elles se réduisent à des lignes droites, 

87. Connaissant les traces des surfaces cylindriques et du plan 
parallèle aux droites génératrices de ces surfaces , sur l’un des 
plans de projection , les tangentes aux traces des surfaces cy- 
lindriques parallèles à la trace du plan parallèle aux droites 
génératrices , déterminent les limites des plans qui coupent à- 
la-fois les deux surfapes cylindriques ; car si les traces de ces 
plans ne rencontraient aucune des deux traces des surfaces cylin- 
driques , les plans ne contiendraient aucune arête de ces sur- 
faces , et pour qu’ils contiennent des. arêtes de l’un et l’autre 
cylindre , il faut que leurs traces soient des sécantes des bases 
de ces cylindres ;.or, il est évident que les sécantes ont pour* 
limites les tangentes à l’une ou à l’autre des deux bases ; donc 
les traces des plans par lesquels on détermine les différons points 
de la courbe d’intersection des deux cylindres , ont pour limites 
ces tangentes. Elles n’auront pas de limites, lorsque les bases 
des surfaces cylindriques , doiuiées sur l’un des plans de pro- 
jection , seront des courbes à branches infinies , telles qu’il n’y 
ait aucun plan parallèle aux arêtes des deux cylindres , qui ne 
coupe à- la-fois ces deux cylindres ; dans ce cas la cQurbe d’in- 
terscction sera formée d’une ou plusieurs branches infinies 
quoique les arêtes des cylindres qui se pénètrent , ne soient 
point parallèles. 

88. Les surfaces cylindriques du second degré ont pour bases 
ou pour traces sur l’un des plans de projection , des courbes du 
second degré , auxquelles on sait mener des tangentes parallèles 
à des droites données. Ayant h construire la courbe d’intersection 
de deux cylindres du second degré , on déterminera d’abord la 
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trace du plan parallèle aux arêtes de ces cylindres; ensuite on 
mènera des parallèles à celte trace qui toucheront l’une des bases 
des cylindres en des points connus, et seront sécantes de l’autre 
base en d’autres points. Les arêtes correspondantes aux points de 
contact des tangentes et aux extrémités des sécantes , se ren- 
contrent en des points qui appartiennent à la courbe d'inter- 
section des deux cylindres ; et il est à remarquer que les arêtes 
correspondantes aux extrémités des sécantes, sont des tangentes 
à cette courbe , car elles peuvent être Considérées comme les in- 
tersections des plans tangens aux cylindres, menés par les points 
de la courbe d’intersection , situés sur ees arêtes. Ainsi , les 
opérations qui déterminent ces points, donnent à-Ia-fois les tan- 
gentes en ces points , et les limites des plans parallèles aux 
arêtes des deux cylindres , qui contiennent des points de la 
courbe d intcrsecliou de ces deux cylindres. 

De l intersection de deux surfaces coniques du second degré. 

89. La surface conique du second degré est engendrée par 
une droite qui passe constamment par un même point qui en 
est le sommet , et qui s’appuie sur une courbe du sccoud degré 
qu’on nomme base du cône. 

La méthode pour trouver l’intersection de deux cônes, consiste 
à mener une suite de plans par la droite qui joint leurs som- 
mets ; chaque plan coupe les cônes suivant des droites , et les 
points où ces droites se croisent, appartiennent à la courbe d'in- 
tersection des deux cônes. Lorsque les bases des cônes sont 
des courbes du second degré fermées , la courbe d’intersection 
est comprise entre deux plans menés par la droite qui joint 
les sommets des deux cônes ; ces plans touchent un seul cône ,* 
ou ils sont tangens à l’un des cônes et sécans de l’autre,' 
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ou enfin ils touchent les deux cônes à-la-fois. Lorsqu’un plan 
touche l’un des cônes suivant une droite, et qu’il coupe l’autre 
cône suivant deux autres droites , ces dernières sont des tangentes 
à la courbe d’intersection , aux points où elles se croisent avec la 
première. 

Deux surfaces cylindriques dont les bases sont des courbes 
du second' degré fermées, ne peuvent se couper (art. 86) que 

suivant une courbe à une ou deux branches fermées , ou suivant 

. 9 

quatre lignes droites. La courbe d intersection de deux surfaces 
coniques qui ont pour bases des courbes du second degré 
est composée de branches fermées ou infinies , selon la position 
respective des cônes. . 

90. Problème. Etant donnés deux cônes du second degré 
qui se pénètrent, déterminer le nombre des asymptotes de la 
courbe d’intersection des deux cônes. 

Solution. L’un des cônes étant fixe , supposons que l’autre 
se meuve parallèlement à lui-même , et prenne une position 
telle que les deux sommets coïncident. Alors , si on les coupe 
par un même plan , les sections qui en résultent sont des courbes 
du second degré, qui peuvent : 

i°. Se couper en quatre points ; 

a 0 . Se couper en deux points, et se toucher en un autre 
point , 

3 °. Se toucher en deux points; 

4°. Se couper en deux points, 

5 °. Se toucher en un seul point ; 

6°. N’avoir aucun point commun, ce qui présente six cas 
que nous allons examiner. 

Nommons A et JB les deux cônes donnés , B' le second cône B 
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transporté parallèlement à lui-même, jusqu’à ce que son sommet 
coïncide avec le sommet du premier cône A. 

91. On suppose, i°. que les bases des cônes A et B' ont 
quatre points communs ; il suit de cette hypothèse que ces 
deux cônes se coupent , suivant quatre arêtes ; or ces arête» 
ont leurs parallèles sur le cône B ; donc les cônes A et B 
ont quatre arêtes parallèles , sur lesquelles se trouvent les points 
de la courbe d’intersection de ces deux cônes , qui sont situé» 
à l’infini; donc les plans tangens menés par les arêtes paralr 
lèles de l’un et l’autre cône , se coupent suivant quatre droite» 
parallèles aux mêmes arêtes , qui sont les asymptotes de la 
courbe d’intersection. 

2°. Les cônes A et B' se coupent selon deux arêtes , et se 
touchent suivant une troisième arête. Dans cette hypothèse , 
les cônes A et B ont trois arêtes parallèles ; les plans tangens 
à ces cônes suivant les deux premières arêtes , se coupent en 
deux droites qui sont asymptotes de la courbe d’intersection. 
Les plans tangens suivant la' troisième arête sont parallèles et 
ne se rencontrent pas. 

3 °. Les cônes A et B 7 se touchent suivant deux arêtes ; ce 
qui indique que les cônes A et B ont deux arêtes parallèles, 
et que les «plans tangens à ces cônes suivant ces arêtes sont 
parallèles entre eux ; donc , dans ce cas, la courbe d’intersec- 
tion n’a pas d’asymptote. ' 

4°. Les cônes A et B' se coupent selon deux arêtes. La courbe 
des deux cônes A et B a deux asymptotes. 

5 °. Les cônes A et B' se touchent suivant une arête. La 
courbe d’intersection des deux cônes A et B n’a pas d’asymptote. 

6°. Les cônes A et B' n’ont aucune arête qui leur soit 
commune. Les côpes A et B n’ont alors aucune arête paral- 

11 
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lèle ; toutes les branches de la courbe d’intersection sont fer- 
mées , et elles n'ont point d'asymptotes. 

D’où l’on voit que la courbe d’intersection de deux surfaces 
coniques du second degré a quatre ou deux asymptotes ; qu’elle 
peut être composée de branches infinies hyperboliques qui ont 
des asymptotes , et de branches infinies paraboliques , qui n’ont 
pas d’asymptotes. 

Lorsque deux cylindres se pénètrent, il suffit que l’un des 
cylindres ait pour base une courbe à branches infinies , pour 
que la courbe d’intersection puisse s’étendre à l’infini ; il 
n’en est pas de même de deux cônes. Quelles que soient les 
courbes qui leur servent de bases , qu’elles soient à branches 
fermées ou infinies , la courbe d’intersection des deux cônes ne 
s’étendra à l’infini , que lorsque les cônes auront des arêtes 
•paralèlles. 

9a i Dans l’intersection de deu^eûnes du second degré , le 
nombre de branches fermées, des branches infinies avec asymp- 
totes , et des branches infinies sans asymptotes ,. dépend de la 
position respective des deux cônes ; de quelque manière que ces 
branches soient combinées entre elles, leurs projections ne peuvent 
être coupées au plus qu’en quatre points par une ligne droite. 

Lorsque le sommet de l’un des cônes est sur. la surface de 
l’autre cône , alors ce sommet est un des points de la courbe 
d’intersection , et dans la projection de cette courbe , il tient 
lieu d’une branche. Cet exemple fait voir en géométrie çe que 
dans l’application de l’analyse à la géométrie , on entend par 
point isolé. 

Le sommet de l’un des cônes étant sur la surface de l’autre 
cône , si de plus ces deux cônes ont une arête qui leur soit 
«ommune , cette arête sera qpe des branches de la courbe d’in- 
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tersection, et les branches qui complettent cette courte ne pour- 
ront être coupées par une droite qu’en trois points.’ 

De ï intersection du cône et du cylindre, qui ont pour bases 
des courbes du second degré fermées. 

g3. Pour connaître la forme de la courbe qui résulte de 
l’intersection de ces deux surfaces ; on mènera par le sommet 
du cône une parallèle à la génératrice du cylindre , et on cons- 
truira le point d’intersection de cette parallèle avec la courbe 
du second degré , trace du cône sur l’un des plans de projection. 
Ou ce point se trouvera hors du contour de la courbe, ou sur ce 
contour. S’il est hors du contour, on conclura que le cylindre 
et le cône n’ont aucune arête parallèle , et que la courbe qui 
résulte de leur pénétration est nécessairement composée de 
branches fermées. S’il est sur le contour, toutes les arêtes du 
cylindre seront parallèles à une arête du cône, et le plan tangent 
au cône suivant cette arête , sera un plan asymptotique de 1 * 
fourbe d’intersection du cylindre et du cône.; 



§. y. 



Des courbes à double courbure* décrites par un point qui 
se meut d après une loi donnée : 



94 . La tangente à une courbe à double courbure J qui ré- 
sulte de l’intersection de deux surfaces est , à-la-fois 7 sur les 
plans qui touchent les deux surfaces , au point de la courbe 
/que l’on considère} d’où il suit que la tangente en ce point est 
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la droite d'intersection de deux plans tangens. Ou fuit usage 
dans les arts de plusieurs courbes , qui sont données par la 
loi du mouvement d’un point générateur , et dont il faut 
déterminer les tangentes par des considérations particulières ; de 
ce nombre sont V hélice, et Vépioycloïde sphérique. L’hélice 
est une ligne courbe tracée sur un cylindre à base quelconque, 
telle qu’en développant ce cylindre , elle devienne une ligne 
droite. Un point qui se meut sur un cylindre , de manière 
que* la ligne décrite fasse constamment avec les arêtes du 
cylindre , le même angle , engendre l'hélice. Pour construire 
nette courbe , on la rapporte à deux plans , l’un horisontafl 
peqjendicnlaire aux arêtes du cylindre , et l’autre , vertical. Le 
plan horisontal coupe le cy lindre sur lequel l’hélice est tracée , 
suivant une courbe qu’on divise en parties égales , de manière 
que l’un des points de division soit l’origine de l’hélice ; il 
est -évident que cette courbe est la projection horisontale de 
l'hélice. Un arc quelconque d’héliee , compté de l’origine de 
rette courbe , la projection horisontale de cet arc , et une arête du 
cylindre comprise entre cette projection horisontale et l’extré- 
mité de l’arc d’hélice , forment sur la surface cylindrique une 
ligure de trois côtés, telle que le rapport des deux derniers côtés, 
est une quantité constante. La valeur de ce rapport détermine 
l’angle que chaque tangente à l’hélice fait avec l’afcte du cylindre 
qui correspond à cette tangente. Supposons ce rapport connu ; 
pour construire la projection verticale de l’hélice , on marquera les 
points de division de sa projection borisontale, des chiffres o, i , 
2,3, ete. (PI. 5, Jîg. x ). La division comprise entre o et x , 
la longueur de l’arête du cylindre qui passe par le point i et 
par un des points de l’hélice, sont dans un rapport connu ; donc, 
si ou porte sur la projection verticale de l’arête du cylindre , et à 
partir du point où cette projection rencontre l’intersection du plot» 
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horisontal et du plan vertical , la longueur de l'arête,' on aura 
la projection verticale d’un point de l’hélice. On construira tant 
d’autres points qu'on voudra de la projection verticale de l’hé- 
lice , en observant que les points de l’hélice qui se projettent 
sur le plan horisontal aux points a, 3 , 4 , etc. , sont élevés au- 
dessus de ce plan d’une quantité double, triple, etc., de celle 
dont le point projeté en i , est élevé au-dessus de ce même 
plan. Dans le développement du cylindre, l’hélice devient l’hy- 
pothénuse d’un triaogle rectangle qui a pour côtés adjacens à 
l’angle droit, i°. le développement de la projection horisontale 
de l’hélice , a 0 , l’arête verticale du cylindre comprise entre le 
point extrême de . l’hélice et la projection horisontale de ce 
point. D’où il suit que mener une tangente à une hélice 

par un point donné de cette courbe ; il faut par ce point me- 
ner un plan tangent au cylindre, et construire dans ce plan un 
triangle rectangle , semblable à celui qu’on obtient sur le dé- 
veloppement du cylindre. A partir du point donné de l’hélice ,' 
on porte sur l’arête verticale qui passe parce point, une lon- 
gueur quelconque; à l’extrémité de cette arête, qui est le som- 
met de l’angle droit du triangle, on élève une perpendiculaire 
à l’arête ) sur laquelle on porte une autre longueur , qui soit 
à la première dans le rapport de la dhysion o i , à la différence 
des hauteurs verticales des points qui se projettent sur le plan 
horisontal en o et i ; l’hypothénuse de Ce triangle rectangle est 
la tangente à l’hélice. . 

« 

95. Lorsque l’hélice est tracée sur un cylindre dont la sec- 
tion perpendiculaire aux arêtes est une courbe fermée sans nœud, 
un cercle , par exemple , le point générateur de l’hélice coupe 
la même arête du cylindre en une infinité de points qui sont 
équidistans ; la distance qui sépare un quelconque de ces points 
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du suivant, est ce qu’on nomme le pas de l’hélice : dans le déve- 
loppement du cylindre , l’hélice devient l’hypothénuse d’un 
triangle rectangle, qui a pour premier côté adjacent à l’angle 
droit la circonférence du cercle base du cylindre , et pour 
second côté , le pas de l’hélice. 

96. Problème. Etant donnée une hélice tracée sur un 
cylindre à base circulaire , mener une tangente à cette hélice 
parallèle à un plan dont la position est déterminée. 

Solution. Toutes les tangentes à l’hélice sont également incli- 
nées par rapport aux arêtes du cylindre sur lequel elle est 
tracée ; or , dans un cône droit dont l’axe est parallèle aux 
arêtes du cylindre , tous les côtés font avec l’axe le môme 
angle , donc il n’y a aucune tangente à l’hélice , qui n’ait sa 
parallèle sur la surface de ce cône droit. Ayant construit ce 
cône , on mènera par son sommet un plan parallèle au plan 
dont la position est connue , et s’il coupe le cône droit 
suivant deux arêtes , les tangentes demandées seront parallèles à 
ces arêtes. Connaissant la direction des tangentes , on détermine 
les points où elle* touchent l’hélice , en observant que les pro- 
jections des tangentes à l'hélice sur le plan de la base circu- 
laire du cylindre , sont des tangentes à cette base. 

97. Soient O le centre (PI. 5 , fig. 1 ) et 08 le rayon d’un 
cercle, base d’un cylindre vertical sur lequel un point décrit une 
hélice. Soit o l’origine de cette hélice : h partir de ce point 
on divise la circonférence de la base du cylindre en parties 
égales 01, 12, 23 , 34, etc. 04 étant le quart de la éircon- 
fércncc , le point générateur s’élèvera en décrivant l’arc d’hélice 
qui se projette en 04, du quart du pas de l’hélice. La tangente 
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h l'hélice à l’extrémité de cet arc, se projette sur le plan hori- 
sontal en 4L , èt si on développe l’arc o 1 234 de 4 en L 
le point L est le pied de la tangente sur le plan horisontal. 
L’intersection YY' des plans horisontal et vertical de projection ,' 
étant parallèle à la droite 4L , le point de l’hélice qui se 
projette en 4 sur le plan horisontal , se projette sur le plan 
vertical en d , à une hauteur 4 'd égale au quart du pas de l’hé- 
lice. Le pied L de la tangente se projette en l- donc si on 
joint les points l et d par une droite , cette droite est une 
projection verticale de la tangente à l’hélice au point 4 , d. 
Divisant la verticale 4 ’d en quatre parties égales , et menant 
par les points de division des droites liorisontales , ces droites 
contiennent les projections verticales «, 5, c, Zf, c,fe le. , des points 
de l’hélice qui se projettent sur le plan horisontal en 1,2,3,' 
4 , 5 , 6 , etc. On construit de cette manière les points de la 
projection verticale o'hh'h" , etc. de l’hélicc , dont le pas est 
o'h' , ou hh". 

98. Ayant la projection horisontalc et verticale de l’hélice 
tracée sur le cylindre à base circulaire 048.... , on demande 
la tangente à l’hélice parallèle à un plan donné XYZ ? Par 
v le point O , d de l’axe du cylindre , on conçoit une parallèle 
à la tangente 4L , dl de l’hélice. Cette parallèle , en tournant 
autour de l’axe du cylindre , engendre un cône droit qui a 
pour base sur le plan horisontal le cercle décrit du point O 
comme centre avec un rayon OP = L4 ou l^'. Le plan 
dRST mené par le sommet du cône droit parallèlement au plan 
donné XYZ coupe le cône droit suiyant les arêtes, qui se pro- 
jettent sur le plan horisontal en OS et OT ; d’où il suit que 
les tangentes à L’hélice parallèles au plan donné , se projettent 
sur le plan hopsontal suiyant des droites YU QR tangentes 



Digitized by Google 




88 " GiOM^TRIE descriptive; 

au cercle 0YQ8 aux points V, Q , qui correspondent aux points 
p et y du plan vertical de projection. Ainsi aux points de 
l’hélice Y, v et Q, q, les tangentes à cette hélice sont paral- 
lèles au plan donné XYZ. Ayant supposé, pour simplifier la 
figure , que le plan donné était perpendiculaire au plan vertical 
de projection , les parallèles vit , qq' à la trace XY du plan 
donné , sont dans cette hypothèse tangentes à la projection 
verticale o’vdh de l’hélice. 

99. Si on proposait de mener une tangente à la projectidh 
verticale o'dh de l’hélice, qui fût parallèle à une droite donnée 
XY, on résoudrait ce problème de la même manière que le 
précédent , en regardant la droite XY comme la trace d’un 
plan perpendiculaire au plan vertical de projection. Pour la solu- 
tion du problème précédent , on peut supposer le plan auquel 1# 
tangente à l'hélice doit être parallèle, donné d’une manière quel- 
conque par ses traces; des deux plans de projection qu’on a 
choisis, il n’y en a qu’un qui soit nécessaire , c’est celui qui 
est perpendiculaire aux arêtes du cylindre sur lequel l’hélice 
est tracée. 

* * • ’ ••»».» » * ' ■* 

De V épicycloïde sphérique. 



100. De deux cônes droits qui se touchent et qui ont même 
sommet , l’un étant fixe et l’autre mobile , Uû point quelconque 
de la base circulaire du cône mobile engendre l’ épicycloïde 
sphérique. Dans ce mouvement , la distance du point géné- 
rateur de l’épicycloïde au sommet commun des deux cônes ne 
varie pas ; d’où il suit que l’épicycloïde appartient à une sphère 
qui a pour rayon cette distance , et pour centre le sommet 
corrynun des deux cônes. Celte sphère coupe le cône fixe et 
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le cône mobile suivant deux cerclés dont les plans font entre 
eux un angle égal à celui qui est compris entre les axes de 
ces cônes. Le cercle du cône mobile touche dans toutes ses 
dispositions le cercle du cône fixe. Pour chaque position 
du cercle mobile , un point de ce cercle appartient à l’épicy- 
cloïde ; la droite menée de ee point de I’épicycloïde au point de 
contact du cercle fixe et du cercle mobile varie de grandeur ; 
elle est d’abord nulle ; elle croît jusqu’à ce qu’elle soit égale 
au diamètre du cercle mobile , ensuite elle décroît et redevient 
nulle ; elle est à très-peu-près constante , pendant que le point 
générateur passe d’une position à une autre qui eu est infini-.; 
ment voisine ; dans le même tems le point de contact du cercle 
fixe et du cercle mobile, qui ne change pas sensiblement, peut 
être considéré comme le centre d’une sphère sur laquelle sa 
trouve l’élément de courbe décrit par le point générateur de 
l’hélice. Il suit de là que le point générateur de l’hélice dans 
un instant quelconque de son mouvement, décrit un élément de 
courbe qui est à-la-fois sur deux sphères, l’une qui a pour rayon 
la distance constante de ce point au sommet commun des deux 
cônes , l’autre qui a pour rayon la distance variable de ce point 
à celui on le cercle mobile touche le cercle fixe j or un élé-i 
ment de courbe ne peut être à-Ia-fois sur deux sphères , qu’il 
ne soit sur l’intersection de deux plans qui touchent ces sphères ; 
donc la tangente en un point quelconque d’une épicycloi'de 
sphérique , est une droite , intersection de deux plans qui tou-; 
chcnt deux sphères dont les centres et les rayons sont donnés. 1 

101. L’axe du cône fixe étant supposé vertical, soit décrit 
sur le plan horisontal le cercle ABCD (PI. 6 , Jîg. i ) du 
cône fixe , qui est constamment touché par le cercle du cône 
mobile, sur lequel se trouve le point générateur de l’hélice, Soit 

12 
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AB un arc quelconque du cercle ABCD compris entre l’origine A 
de l’épicycloïde et le point de contact de ce cercle ABCD et 
du cercle mobile dans une position quelconque . Le plan ver- 
tical îBE' contient, i°. les axes S s , S s' des deux cônes; 2°. l’arête 
SB , suivant laquelle ces deux cônes se touchent,- 3 °. l’angle EBE' 
que font entre eux le plan horisontal du cercle fixe et le plan 
incliné EB» du cercle mobile ; 4 0 . le diamètre BE du cercle 
mobile. En supposant que le plan de ce cercle mobile tourne 
autour de sa trace horisontale Bn comme charnière , pour s’ap- 
pliquer sur le plan du cercle fixe ABCD , et l’arc B /' du cercle 
mobile étant de même longueur que l’arc AB du cercle fixe , le 
point /' sera ta position du point générateur de l’épicycloïde qui 
correspond au point de contact B, par lequel passe l’arête de con- 
tact SB des deux cônes. La projection horisontale F' du point J f t 
est sur la droite /'F' perpendiculaire à la droite Bn. Ayant 
mené j'f perpendiculaire au diamètre BE' , l’arc de cercle 
décrit du point B comme centre avec un rayon égal à B f, coupe 
la droite BE au point F , projection du point f' sur le plan 
vertical «BE'. La perpendiculaire F$F' abaissée du point F sur 
le diamètre BE' , coupe la droite /'F' au point F', projec- 
tion horisontale du point J ' de l’cpicycloïde. Quant à la hau- 
teur de ce point J’ au-dessus du plan horisontal , elle est 
évidemment égale à F<t. 

102. Supposons maiatenaht que le point de contact du cercle 
fixe et du cercle mobile , au lieu d’être en B , soit en K ; oh 
pourrait, i°. mener le plan vertical iK, qui contiendrait les axes 
des deux cônes, 2®. l’abattre sur le plan horisontal , et trouver un 
point G de la projection horisontale de l’épicycloïde , comme 
on a trouvé le point F'; mais il n’est pas nécessaire d’employer 
un second plan vertical «K ; le premier «BE' suffit. En effet,' 
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Soit B f g un arc du cercle mobile, d’une longueur égale à 
celle de l’arc ABK. En supposant que le cercle mobile fût dans 
sa véritable position , le point g se projetterait en G' , mais 
le point B du secteur de cercle BG'H' doit être en K ; donc 
si on transporte ce secteur en KGH , le point G sera la pro- , 
jection horisontale d’un autre point de l’épicycloïde , distant 
du plan horisontal d’une quantité égale à gy. Lorsque l’arc ABC 
du cercle fixe est d’une longueur égale à la demi-circonférence 
B/'E' , le point E' se projette sur le rayon sCe en un point e 
tel que Ce égale B* projection horisontale du diamètre BE du 
cercle mobile. 

L’axe AD du cercle fixe étant égal en longueur k la circon- 
férence entière du cercle mobile , le poiut D appartient à 
l’épicycloïde sphérique , et peut être considéré comme l’origine 
d’une nouvelle branche de l’épicycloïde égale à la première / 
et qui aurait même projection horisontale. 

Il suit de cette construction, i°. que répicycloïde sphérique 
est composée d’une infinité de branches égales, qui se projettent 
sur le plan perpendiculaire à l’axe du cône fixe, suivant des 
courbes égales ; 2 °. que ces branches ont sur la base circu- 
laire de ce cône, des points de rebroussement ; 3°. que l’arc de 
cette base, compris entre deux points consécutifs de rebrousse^ 
ment , est égal en longueur à la circonférence du cercle mobile; 

io3. Problème. Par un point donné de l’épicycloïde sphé^ 
rique , mener une tangente à cette courbe. 

Solution. Soit f le point donné sur l’épicydoïde , dont la 
projection horisontale est F'. La tangente en ce point (art. ioo) 
est la droite intersection de deux plans tangens , l’un à la 
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sphère qui a son centre au sommet S du cône mobile et du 
cône fixe , l’autre à la sphère qui a pour rayon la droite y"' B , 
et dont le centre est le point de contact B du cercle fixe et du 
Cercle mobile sur lequel se trouve le point J' de l’épicycloïde. 
Le rayon de la première sphère, mené par le point/', ayant 
pour projection liorisontale la droite sW , la trace du plan 
qui touche cette sphère au point f est perpendiculaire à cette 
droite jF' ; de plus ce plan passe par la tangente f'I du cercle 
B/'g'E' ; or cette tangente coupe le plan horisontal au point l 
de la tangente B In du cercle fixe ; donc le plan tangent à la 
première sphère , a pour trace sur le plan horisontal la droite 
hn perpendiculaire à jF'. 

Le plan tangent à la seconde sphère au point /' passe par la 
droite f'n tangente au grand cercle de cette sphère , décrit du 
point B comme centre avec un rayon égal à B f’\ or cette 
tangente coupe le plan horisontal au point n de la droite Rln, 
qui touche le cercle fixe au point B ; donc si de ce point n, 
on abaisse une perpendiculaire np sur la projection horison- 
tale BF' du rayon B f* , cette perpendiculaire sera la trace hori- 
aontale du plan tangent à la seconde sphère ; elle coupe la 
trace Im du plan tangent à la première sphère en un point T 
de la tangente à l’épicycloïde. Donc la droite menée par les 
points T et F' , touche la projection horisontale de l’épicycloïde 
au point F.' 

104. Le plan tangent à la seconde sphère au point /' étant 
perpendiculaire au rayon B/', et au plan du cercle mobile 
B/'g'E' , passe par la droite EpR , menée perpendiculairement 
au plan BE du cercle mobile, parle point E' de ce cercle. Or cette 
droite E p coupe le plan horisontal au point p ; donc la droite 
np est la trace du plan tangent à la seconde sphère , et doit être 
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perpendiculaire à la projection horisontale BF' du rayon qui 
passe par le point de contact f. 

Toutes les perpendiculaires au plan du cercle mobile , .menées 
par les extrémités des diamètres tels que BE', qui correspondent 
aux points de contact B des cercles fixe et mobile , coupent 
l’axe vertical S s du cône droit au môme point B. ; donc si 
l’on regarde ce point B. comme le sommet d’un cône épicy- 
cloïdal , c’est-à-dire qui a pour base l’épicycloïdc sphérique , 
tout plan tel quc^/'E' perpendiculaire au plan du cercle mobile 
sur lequel se trouve le point/', sera tangent au cône épicy- 
cloïdal ; car le plan/"'E' passe par le sommet B de ce cône, 
puisqu’il contient la droite EB ; de plus il passe par la tangente 
à l’épicycloïde menée par le point"/' de cette courbe ; donc 
il est tangent au cône qui a son sommet au point B , et qui 
a pour base l’épicycloïde décrit par le point J'. 

io5. Quelle que soit. la position du cercle mobile , on doit 
distinguer sur ce cercle trois points , i°. le point générateur 
de Fépîcycloïde j 2 °. le point de contact du cercle fixe et du 
cercle mobile ; 3» l’extrémité du diamètre qui passe par ce 
point de contact. Ayant élevé par ce dernier point une perpen- 
diculaire au plan du cercle mobile, cette perpendiculaire coupe 
l’axe du cône fixe en un quatr ième point , qui est invariable 
comme l’inclinaison du plan du cercle mobile , par rapport 
au plan du cercle fixe. Le plan mené par cette perpendicu- 
laire et par le point générateur , est tangent au cône qui 
a son sommet au quatrième point , et qui a pour base ïépi- 
cytloide sphérique décrite par le point générateur. 
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§. VI. 

* » 

Application. Solution de quelques problèmes de géomét/iet 
De la pyramide triangulaire. 

106. Problème. Dans une pyramide triangulaire, on peut enfai- 
sanl abstraction de la base, ne considérer que six angles, savoir 
les ongles des trois arêtes, qui ont pour sommet commun, 
le sommet de la pyramide, et les angles des plans menés par 
ces arctes. De ces six angles , trois étant donnés , on propose 
de trouver les trois autres. 

Solution. On distingue les angles formés par les arêtes, des 
ongles que les plans menés par ces arêtes forment entre eux, 
en nommant les premiers faces de la pyramide , et en 'con- 
servant aux seconds le nom d 'angles. Les combinaisons trois à 
trois des six angles de la pyramide (les trois faces et les trois 
angles ) , sont au nombre de six , savoir : 

i°. Trois faces; 

2". Deux faces et un angle formé par les plans de ces faces • 

3 ». Deux faces et un angle opposé à l’une de ces faces ■ 

4°. Une face et deux angles adjacens à cette face ; 

5 °. Une face et deux angles , dont un seulement est adjacent 
à la face; 

6°. Trois angles.' 

En supposant qu’on ait donné les trois angles désignés dans 
l’une quelconque de ces six combinaisons , il s’agit de trouver 
les trois autres angles nécessaires pour completter la pyramide ; 
ce qui présente six questions qu’on peut résoudre chacune séparé- 
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ment , tuais qu’on peut aussi réduire à trois par la considération 
de la pyramide supplémentaire. 

Nous allons d'abord expliquer ce qu’on entend par pyra - 
mide supplémentaire. Nous ferons voir l’usage qu’on fait de 
cette pyramide pour réduire à trois les six questions relatives 
à la pyramide triangulaire; ensuite nous donnerons une solution 
directe pour chacune des six questions. 

107. Si par un point quelconque de chacune des trois arêtes 
de la pyramide triangulaire , on mène un plan perpendiculaire 
à l’arête sur laquelle le point est situé , on obtient trois plans 
qui comprennent entre eux une nouvelle pyramide , qu’on a 
nommée pyramide supplémentaire dé la première. En faisant 
varier les points pris sur les arêtes de la première pyramide, 
on change seulement la position du sommet de la pyramide 
supplémentaire ; les faces et les angles de cette pyramide no 
varient pas , puisque les plans qui la forment sont toujours 
dirigés de la même manière dans l’espace. 

Soient (PI. 7 , Jig- 1 ) SA, SB deux des trois arêtes d'une 
pyramide, À et B deux points pris à volonté , l’un sur l’arête 
SA, et l’autre sur l’arête SB. Les plans menés par les points 
A et B perpendiculairement aux arêtes SA , SB , ont évi- 
demment pour traces sur le plan des deux arêtes SA , SB , 
les deux droites AX , BX perpendiculaires l’une à la droite 
SA , et l’autre à la droite SB ; or dans le quadrilatère ASBX , 
les angles A et B sont droits, donc l’angle X est supplément 
de l’angle S ; mais l’angle S est une face de la première pyra- 
mide ; l’angle X est un angle de * la pyramide supplémen- 
taire ; donc ces deux angles S et X sont supplémens l’un de 
l’autre. Par la même raison, le plan d’une face quelconque de 
la pyramide supplémentaire est perpendiculaire aux plans de deux 
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faces de la pyramide primitive, et l’angle de ces deux plans est 

supplément de la face de la pyramide supplémentaire. 

108. 11 suit de cette définition que de deux pyramides , dont 
la première est formée par des plans perpendiculaires aux arêtes 
de la seconde, l’une quelconque est supplémentaire de l’autre. 
Il est maintenant facile de voir que les six questions (art. 106 ) 
se réduisent à trois. En effet , si on donne les trois angles 
A , B , C d’une pyramide , les supplémens de ces angles seront 
les faces de la pyramide supplémentaire ; or connaissant les 
trois faces , on pourra , en supposant la première des six ques- 
tions résolue , déterminer les trois angles ; mais ces trois angles 
sont les supplémens des faces de la pyramide dont on donne 
les angles A , B , C ; donc les six angles de cette dernière 
pyramide seront déterminés. Ainsi l’on voit que la première 
et la sixième question se réduisent à une seule ; on démon- 
trera de la même manière que la deuxième et la cinquième 
la troisième et la quatrième , se réduisent à deux autres ques- 
tions; donc la solution complette de la pyramide triangulaire 
ne comprend que les trois problèmes, suivans : 

i°. Etant données les trois faces d’une pyramide triangulaire^ 
déterminer les trois angles ; 

2°. Etant donnés deux faces et un angle formé par les plans 
de ces faces , déterminer les deux autres angles. 

3 °. Etant donnés deux faces et un angle opposé à l’une de ces 
faces , déterminer les deux autres angles. * 

109. Problème. Etant données les trois faces d’une pyra- 
mide, déterminer les trois angles. 

Solution. Les trois facas données étant développées sur un 
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même plan, soieut (PJ. 7, fig. 2) SA ou SF , SB, SE les 
arêtes d’une pyramide dont il faut déterminer les angles. 
On suppose les deux arêtes SB , SE fixes dans le plan de la 
face BSE , et on fait tourner les droites SA et SF l’une autour 
de la droite SB , et l’autre autour de la droite SE ; par ce 
mouvement , on engendre deux surfaces coniques droites qui 
ont même sommet ; la droite intersection de ces deux cônes 
est la troisième arête de la pyramide. Pour déterminer cette 
droite , on imagine une sphère d’un rayon quelconque SA ou 
SF , dont le centre est au point S , sommet commun des deux 
cônes droits j cette sphère coupe le premier cône suivant un 
cercle du rayon AB , dont le centre est en B , et le second 
cône suivant un cercle du rayon EF dont le centre est en E. 
Les plans de ces cercles étant perpendiculaires, l’un à la droite 
SB et l’autre à la droite SE , ils se coupent suivant une droite 
perpendiculaire au plan de la face BSE ; or cette droite contient 
les points d’intersection des deux cercles ; donc si du point B 
comme centre , avec le rayon AB , on décrit le cercle AC qui 
coupe la droite CD perpendiculaire à ABD au point C , ce 
point appartient à la troisième arête ; d’où il suit que dans le 
triangle CBD rectangle en D , l’angle CBD est égal à l’angle 
compris entre les faces BSE et BSA. Décrivant du point E 
comme centre avec le rayon EF , le cercle FC' , et élevant la 
perpendiculaire DC' à ED, l’angle C'ED est égal à l’angle des 
faces BSE et ESF. 

110. Au lieu de développer la pyramide sur le plan de la 
face BSE, on aurait pu prendre pour plan de développement 
celui de la face ASB, ou celui de la face ESF ; et on aurait 
construit par la méthode exposée dans l’article précédent, l’angle 
de ces deux faces ASB et FSE , m<tis il sera plus simple de 

i3 
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concevoir un plan perpendiculaire à l’arête SA ou SF {fig. a), 
en un point A ou F. Ce plan coupera les faces ASB et ESF , 
l’une suivant AG, perpendiculaire à SA, et l’autre suivant FH 
perpendiculaire à SF. Ce plan mené parles deux dro.tes AG, 
FH coupe la pyramide suivant le triangle GHK, dans lequel 
les côtés GK , HK sont égaux aux droites GA , HF , et dont 
l’angle K opposé au côté GH est égal à l’angle formé par les 

deux faces ASB , ESF. 

Les droites AB , BI , IF sont les trois côtés d un autre 
triangle CBI, dans lequel l’angle B opposé au côté CI, est 
égal à l’angle déjà trouvé (art. 109) des deux faces ASB , BSE. 

Les faces données de la pyramide , au lieu d’être des angles 
aigus , pourraient être des angles obtus ; la fig. 2 deviendrait 
la fig. 2 ( bis ) dans laquelle les mêmes points sont marqués des 

mêmes lettres. 

si d’un point de l’espace, on dirige deux rayons visuels 
vers deux objets déterminés , ces deux rayons et la verticale 
passant par le même point , forment une pyramide triangu- 
laire ; l’angle compris entre les deux faces dont les plans se 
coupent suivant la verticale , est ce qu’on nomme l’ongle réduit 
à Thorison. Connaissant les angles de la verticale avec les 
rayons visuels , et l’angle des deux rayons visuels entre eux , il 
est évident que la recherche de l’angle réduit à 1 lionson , dépend 
de la solution d’une pyramide triangulaire dont on connaît les 

trois faces. 

1 1 2. Problème. Connaissant dans une pyramide triangulaire 
deux faces et l’angle formé par les plans de ces faces, déterminer 
les deux autres angles et la troisième face de la pyramide. 
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Solution. La question proposée se réduit à trouver la troi- 
sième face de la pyramide, car alors on connaîtra les trois 
faces de cette pyramide, et par la solution du problème pré- 
cédent , on construira les deux angles inconnus. Pour déterminer 
la face inconnue, soient (PI. 7 , fig. 3) ASJ1, BSE les deux 
faces données , développées sur le plan de la seconde BSE. 
Soit CBD l’angle de ces deux faces, donné dans un plan ABCD 
perpendiculaire à la droite SB. Le plan SBC contenant la face 
donnée ASB , le point A de l’arête SA est élevé au-dessus 
du plan lioi isontal d’une hauteur égale à la droite CD perpen- 
diculaire il la droite ABD; donc si par la droite CD , on mène 
un plan CDE perpendiculaire à l’arète SEI , ce plan contiendra 
le triangle C'ED, dans lequel l’angle E opposé au côté C'D=CD, 
sera l’angle du plan de la troisième face cherchée et du plan 
de la face BSI ; prolongeant la droite DE d’une quantité 
EF = EC', et menant la droite SF, l’angle ESF sera évidem- 
ment la troisième face cherchée. 

Construisant la pyramide avec les trois faces ASB , BSE et 
ESF, les points A, C, F se réuniront eu un seul; d’où il 
suit que les droites SA et SF sont les rayons d’uu même cercle 
décrit du point S comme centre. 

Le plan ABCD coupe la pyramide suivant un triangle CBI , 
dans lequel le côté CB = AB, et le côté CI = IF ; donc les 
deux droites 1F, EF et les deux arcs de cercle AF, CT? , décrits 
des points S et E comme centres , concourent au même point F 
de l’arête SF ; d’où il suit que deux quelconques de ces lignes 
déterminent par leur intersection le côté SF de la face cher- 
chée ISF,. 

Si au lieu de l’angle CBD compris entre les deux faces ASB , 
BST , ou eût pris le supplément ABC , on aurait trouvé par 
la même construction la troisième face ISF' de la pyramide. 
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ii 3 . Problème. Connaissant dans une pyramide deux face» 
et un angle opposé à l’une de ces faces , déterminer la troi- 
sième face. 

Solution. Soient (PI. 7 4) BSE et ESF les deux faces 

données , développées sur le plan de la première BSE ; soit 
EAH' l’angle formé par le plan qui contient la face BSE et 
par le plan de la face qu’il s’agit de trouver ; les droites SAB 
et AIL' déterminent la position du plan qui contient la face 
cherchée. L’aréte SF , en tournant autour de l’arête SE comme 
charnière , engendre un cône droit , dont la base circulaire ff* 
est dans un plan FEDG perpendiculaire à la charnière SE ; or ce 
'plan coupe le plan SABH 7 de la face cherchée, suivant la droite 
GH; donc lorsque l’arête SF est dans le plan de la face cher- 
chée , le point F de cette arête est eu / ou j' , intersection 
de la circonférence //' et de la droite GH. Sapposons-le enjf: 
en faisant tourner le plan SABH' sur SBG comme charnière, 
pour l’abattre sur le plan de la face connue BSE , les distances du 
pointeaux points G et S de la charnière, ne varient pas ; donc le 
point A intersection des arcs de cercle FA ,JA décrits des points 
G et S comme centres avec des rayons égaux à G/et SF, est ce 
que devient le point /, lorsqu’il est abattu sur le plan de la face 
BSE ; donc ASB est la troisième face de la pyramide , cor- 
respondant au point/. On trouverait de la même manière l’angle 
A'SB pour la troisième face de la pyramide , qui correspond 
au point Connaissant les trois faces de la pyramide , les 
trois angles seront déterminés (art. 109 et 110), 

t 14. On a fait voir (art. 108) comment les six questions 
relatives à la pyramide triangulaire se réduisaient à trois par la 
considération de la pyramide supplémentaire ; nous allons naaia- 
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tenant donner une solution des trois dernières questions J qui sera 
indépendante des propriétés de la pyramide supplémentaire. 

Problème. Les trois angles d’une pyramide étant donnés , 
on demande les trois faces. 

Solution. Soient A , B , C les trois angles donnés. Ayant 
mené deux plans , inclinés l’un par rapport à l’autre sous un 
angle égal à l’un des angles donnés , à A , par exemple , la 
question consiste à déterminer un plan qui passe par un point 
quelconque pris dans l’espace, et qui fasse avec les deux pre- 
miers des angles égaux ù B et ji C; ce troisième plan coupera 
la droite intersection des deux premiers plans , en un point , qui 
sera le sommet de la pyramide formée par les trois plans. 

La condition de mener un plan qui fasse avec un autre plan 
donné un angle déterminé , équivaut à la condition de mener 
un plan tangent à un cône droit , dont l’axe est perpendiculaire 
au plan donné , et dont le côté fait avec ce même plan l’angle 
déterminé ; or l’un des plans qui comprend une face de la pyra- 
mide cherchée , doit faire avec deux plans donnés de position , 
des angles connus ; donc il doit toucher deux cônes droits qui 
ont même sommet. Pour construire le plan qui touche ce» 
deux cônes ( nommons-les C et C') , en n’employant que la 
ligne droite et le cercle, il faut observer que ce plan touche 
en même tems toutes les sphères inscrites aux cônes C et C' , et 
tous les cônes circonscrits aux sphères inscrites, prises deux h 
deux , dont l’une est inscrite au cône C et l’autre au cône C'. 

• 1 1 5 . Soient ( PI. 7 , fig. 5 ) A , B , C les trois angles donnés ; 
et ciE un angle égal à l’un des angles donnés, à A par exemple. 
Ayant mené par un point D pris à volonté dans le plan de 
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l’angle cAE, deux droites DE, D/ perpendiculaire», l’une à 
AE et l’autre à bc , on regarde ces droites comme les axe» 
de deux cônes droits , dont les côtés DG , DC font avec les 
plans AEG et A/c de leurs bases circulaires, des angles DGE, 
Del , l’un égal à B et l'autre égal à C , et il s’agit de mener 
par le point D un plan qui touche à-la-fois ces deux cônes. 

Soit H le point de rencontre de l’axe DEG et de la droite 
GH perpendiculaire à DG. Une sphère dont le centre est 
en H , et qui a pour rayon GH, est inscrite au premier 
cône, et le touche suivant le cercle du rayon EG; une seconde 
sphère d’un rayon CM égal à celui de la première sphère , 
est inscrite au second cône , et le touche suivant le cercle 
du rayon CL. Pour construire le centre M de la seconde 
sphère, on élève une perpendiculaire DK =HG au côté Cl5 
du second cône; la parallèle KC à l’axe DLZ de ce cône, coupe 
le côté CD au point C, et la parallèle CM égale et paral- 
lèle à DK , détermine la position du centre M. Ayant mené 
' la droite CB parallèle à cA et BS perpendiculaire à BE, on 
peut prendre la droite BS pour l’intersection des deux plans 
qui font entre eux l’angle donné A, et considérer cette droite 
comme une arête de la pyramide cherchée. .. 

Les deux sphères de rayons égaux dont l’une est inscrite 
au premier cône et l’htltre au second cône, sont touchées par un 
cylindre droit dont l’axe est parallèle à la droite HM , suivant 
des grands cercle» de ces sphères , dont les plans HO , MP 
sont perpendiculaires à la droite HM , qui joint les centres 
H et M des sphères ; donc le plan tangent à ce cylindre mené 
par le point D touchera les deux cônes , et l’arête de contact 
sur chaque cône passera par le point d'interseôtion du cercle 
base de ce cône , et du cercle commua nu cylindre et à la sphère 
qui est inscrite à ce même cône. Mais le plan de ce dernier cercle 
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coupe le plan de la base du cône suivant la droite OF per- 
pendiculaire à EOG; donc le plan tangent aux deux cônes touche 
le premier suivant une arête qui passe par le point F; donc la 
tangente FS au cercle décrit du point E comme centre avec le 
rayon EG , forme avec la droite BS un angle BSF , qui est 
une face de la pyramide cherchée. 

Ayant décrit du point B comme centre avec un rayon BL , 
l’arc LL' , et du point L' comme centre avec un rayon 
L'C' ÿ=ï LC le cercle C'A , la tangente SA à ce dernier cercle 
et la droite SB comprennent entre elles la face ASB de la pyra- 
mide cherchée. 

Connaissant deux faces ASB, BSF et l’angle des plans de 
ces faces , la troisième face serT déterminée ( art. 112). 

Si par le point O on mène la droite OP parallèle à HM, 
qui coupe la droite BC au point P, ce point sera la projection 
du point de contact A , sur le plan CBE perpendiculaire à 
l’arête SB. Donc après avoir décrit du point B comme centre, 
avecun rayon BP , l’arc Vp qui coupe la droite BC' au point p, 
la perpendiculaire pA. à BC' contient encore le point A de 
l’arête SA, tangente au cercle C'A. 

11 6. La droite OF coupe le cercle décrit du point E comme 
centre avec un rayon égal à EG , en deux points F et F'. La 
taugente à ce cercle menée par le point F' transporterait le somr 
met S de la pyramide en un point S' de la droite SBS' , tel 
que BS = BS'; la pyramide qui aurait pour arête celte droite 
F'S', serait symétrique par rapport à la pyramide qui a pour arête 
la droite BS. 

J k -j.» ^ ^ ^ • »t o 

U 7. Les sphères inscrites aux deux cônes ne sont pas seu- 
lement touchées par un cylindre dont l’axe est parallèle à la 



« 



Digitized by Google 



104 GiSoMÏTilB DESCRIPTIVE, 

droite qui : oint leurs centres ; on conçoit encore le cône qni 
a son sommet au milieu d de cette droite , et qui est circonscrit 
aux deux sphères ; les deux plans tangens à ce cône menés par 
le point D , forment avec les deux plans inclinés l’un par rapport 
à l’autre d’un angle CBE , deux pyramides qui sont symé- 
triques ; chacune de ces pyramides ne diffère de celle qu’on a 
déterminée en faisant usage du cylindre circonscrit , que par 
un seul angle. Le plan tangent au cylindre donne une pyramide 
dont les angles A, B, C sont aigus ; le plan tangent au cône dont 
le sommet est en d, détermine une pyramide dans laquelle deux 
de ces angles sont égaux aux angles A et B et le troisième angle 
est supplément de l’angle C. La fig. 5 ( bis) est relative à cette 
dernière pyramide; l’explication de la fig. 5 s’y applique, 
parce que les points analogues y sont marqués des mêmes 
lettres. Ces deux figures ne diffèrent que par les droites per- 
pendiculaires à la ligne des centres M et H , sur lesquelles se 
trouvent les points P et O. Dans la fig. 5, ces droites sont 
MP, HO , et dans la fig. 5 (bis) R'PT' et ROT. 

Les trois plans qui forment la pyramide dont les angles sont 
A, B, C, divisent l’espace en huit pyramides , dont quatre 
symétriques deux à deux, sont déterminées par les constructions 
précédentes. Deux des quatre autres, symétriques l'une par rap- 
port à l’autre, ont pour angles A, C, et le supplément de B ; 
enfin les deux dernières ont pour angles B , C et le supplé- 
ment de A. 

En excluant les aupplémens des angles donnés A, B, C, 
les deux pyramides symétriques construites ( art. iï5 et n6), 
sont les seules dont les -faces comprennent entre elles les angles 
donnés. 

! 

* 
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i 18. Problème. Etant donnés dans une pyramide deux angles 
et la face à laquelle ces angles sont adjacens , construire les 
deux autres faces. 

Solution. Soient ( PI. 7 , Jig. 6 ) BSE la face donnée , C bd et 
Ç/'dfd?' les deux angles connus, adjacens l’un à l’arête SB et l’autre 
à l’arête SE ; il s’agit de déterminer les deux autres faces. 

Ayant mené la parallèle quelconque CD à SB, et la parallèle 
C"dT à SE, ces deux droites qu’on suppose dans un plan parallèle 
au plan de la face BSE , se coupent en un point D , qui est la 
projection d’un point de la troisième arête de la pyramide , 
sur le plan de la face BSE . FtifSitm "mtm vwr les deux plans 
SB&C et SEd'C" , l’un autour de SB , l’autre autour de SE , 
le point de l’arête dont D est la projection , viendra sC placer 
dans le plan de la face BSE sur les droites DBA et DEF , per- 
pendiculaires, la première à SB et la seconde à SE ; de plus 
ce point est à une distance du sommet S de la pyramide , égale 
à l’hypothénuse du triangle rectangle qui a pour côtés adjacens à 
l’angle droit, DS et dC ou d' C"; donc dans le développement, ce 
point est sur le cercle décrit du point S comme centre, avec cette 
hypothénuse pour rayon, et par conséquent il est à la rencontre 
de ce cercle et des droites DA et DF ; donc les angles ESF et 
ASB sont les deux faces cherchées. 

On aurait encore pu construire les points A et F , en obser- 
vant que B A = bC, et que EF = d'C". 

119. Problème. Etant donnés deux angles et la face op- 
posée à l’un de ces angles , on demande les deux autres laces ? 

Solution. Soient (PI. 7 , Jig. 7) BSD la face donnée , CBD 
l’angle du plan de cette face avec le plan SBC qui contient la 

H 
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seconde face , BC'D' l’angle de ce dernier plan avec celui qui 
contient la troisième face ; la question consiste à mener par la 
droite SD un plan qui fasse avec le plan C'BS un angle égal à 
BC'D'. Ayant pris Je point D pour le sommet d’un cône droit, 
dont DL perpendiculaire à BC' est l’axe , et dont le côté DC 
fait avec UC un angle BCD égal à BC'D' , on abat le plan SBC 
sur le plan de la face BSD, et la base LC du cône, contenue dans 
ce plan, vient sc placer suivant le cercle C'A A' qui a pour rayon 
la droite C'L' = CL, et dont le centre est un point L' de la droite 
BD, tel que BL'=BL. Si du pointS, on mène à ce cercle la tan- 
gente SA ou SA', l’angle ASB ou A'SB sera la face adjacente à 
BSD; car le plan qui passe par SD et SA ou par SD et SA', est 
évidemment langent au cône dont LD est l’axe; donc il fait avec 
le plan C'BS un angle égal à l’angle donné BC'D'. 

Ayant deux faces BSD et ASB ou A'SB , et l’angle CBD 
compris entre elles, on achèvera la solution, comme il a été 
dit art. 112. 

120. Les six questions relatives à la pyramide triangulaire, 
que nous venons de résoudre, comprennent toute la trigono- 
métrie sphérique. Le centre de la sphère sur laquelle on a tracé 
un triangle sphérique, peut être considéré comme une pyramide 
triangulaire, qui a pour arêtes les trois rayons de la sphère 
menés par les sommets du triangle sphérique. Les angles que 
ces rayons font entre eux , et qui ont pour mesures les côtés 
du triangle , sont les faces de la pyramide. Ce qu’on nomme' 
l’angle du triangle, est un angle dièdre de la pyramide. 

Parmi les questions de géométrie descriptive, il y en a quelques- 
unes qu’on résout par des considérations très-simples, et dont néan- 
moins les solutions résultent de constructions graphiques longues, 
ou compliquées, et qu’il est difficile de comprendre à l’inspection 

t- • 
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seule du dessin ou de l’épure. C’est par cette raisdü qu’il ne sera 
pas inutile d’ajouter une explication des Épures gravées (PI. A, B, 
C, D. ) relatives aux problèmes des articles 36 , 94, 98 de la Géo- 
métrie descriptive. 

Explication des Planches A, B, C, D. 

Planche A." 

121. Problème. Par une droite donnée , mener un plan 
tangent à la surface d’une sphère? ( Art. 36 , pag. 62, G. D. ) 

Fig. 1. AB et CD sont les deux pro jections de la droite 
donnée. Le centre de la sphère est un point O de la commune 
intersection XY des deux plans de projection. 

Première solution. On regarde les points A et C , où la droite 
donnée perce le plan horisontal et le plan vertical, comme les 
sommets des deux cônes droits, qui touchent la sphère suivant 
deux cercles, l’un vertical, qui se projète en IIII', et l’autre 
perpendiculaire au plan vertical de projection, qui se projète 
en hh'. Ces deux plans se coupent suivant une droite qui est 
située dans le plan vertical IIII' : l’intersection de cette droite 
et du petit cercle de la sphère contenu dans ce dernier plan , 
détermine les points de contact de la sphère et du plan demandé. 
Ces points ont pour projections liorisontales H, II', et pour projec- 
tions verticales h , h'. 

122. 2 e . Solution. La droite donnée AB, CD rencontre en un 
point, le plan du cercle de contact de la sphère et de l’un des deux 
cônes droits circonscrits à la sphère, qui ont leurs sommets en 
A et C ; si par ce point , on mène au cercle de contact deux 
tangentes, elles touchent ce cercle aux points cherchés H, h et H', h'. 
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ia 3 . 3 ». Solution. Considérait les droites HH', AA ' tomme 
les projections tj° la droite qui joint les points de contact de 
la sphère et du plan cherché, on mène par cette droite et par 
le centre O, un plan dont la trace horisontale est OK. Faisant 
tourner ce plan autour de la droite OK , le point L , 1/ 
de la droite HH', AA 1 s'abat sur le plan horizontal en un 
point », tel que M, = iftJN, et MN est l’hypothénuse d’un 
triangle rectangle L'MN , dont le côté L'N = L'L. 

La droite K ► coupe le grand cercle de la sphère , décrit du 
point O comme centre , en deux points P et Q , d’où l'on abaisse 
sur la charnière OK , les perpendiculaires PH , Qlt', qui ren- 
contrent la droite HH' aux point» H, H', projections horisontales 
des points de contact de la sphère et du plan tangent cherché. 
Menant les perpendiculaires HA, H' A' sur la commune inter- 
section xy des plans de projection , on aura les points A, A' 
projections verticales des mêmes points de contact. 

124. 4*. Solution. Fig. 2. Par le centre O de la sphère, 
on mène un plan perpendiculaire à la droite donnée AB, CD; 
ses traces sur les plans de projections, sont les droites OL, OM, 
perpendiculaires l’une à AB et l’autre à CD. Ce plan rencontre 
la droite donnée en un point N, N', et coupe la sphère suivant 
un grand cercle.. Les tangentes au grand cercle, menées parle 
point N, N', touchent la sphère aux points de contact de cette 
sphère et du plan cherché. Le plan OL, OM ayant tourné sur 
sa trace horisontale OL comme charnière, le point N, N' de ce 
plan s’abat sur le plan horisontal en n , par lequel on mène les 
tangentes raP , nQ au grand cercle OPQ. La tangente «Q,' qui 
eoupe le plan horisontal au point R, a pour projection hori- 
sontale la droite N RH'; d’ailleurs, le point Q se projète sur 
le plan horisontal en un point de la droite QH', perpeudieu- 



Digitized by Google 



GiOMÏTB.11 DESCRIPTIVE. ÏOÇ 

Iaire à ORL; donc le point de contact Q Se projète sur le 
plan horisontal en H' ; mais la droite PQ coupe le plan horisontal 
au point K. de 1 » trace OL; donc la droite PQ se projète sur 
le plan horisontal en H'KH. Abaissant du point P la perpen- 
diculaire PH sur OL, le point H, intersection de cette perpen- 
diculaire et de la droite H'KH, est la projection horisontaie 
du second point de eontact P. 

Pour construire les projections verticales des points de coïtfact* 
P et Q, on remarque que la tangente »Q a pour projection 
verticale la droite ü'rh'. L’intersection de cette droite et de la 
perpendiculaire H'A' ■ à la commune intersection XY des plans 
de projection, d^tmnirw* ln h’ projprhen verticale du 

point Q. D'ailleurs le point K de la droite PKQ se projèta 
verticalement en K’; donc cette droite PQ se projète sur le 
plan vertical en h'K'h : le point h , intersection de cette pro- 
jection et de la perpendiculaire HA à la commune intersec- 
tion XY, est la projection verticale du point de contact P. 

On peut encore remarquer que la droite PQ étant perpen- 
diculaire au plan mené par le centre O de la sphère , et par 
la droite donnée AB, CD, les projections HH’, hh' de la droite 
PQ) sont perpendiculaires aux traces OA, OC du plan mené par 
le cercle O de la sphère, et par la droite donnée AB, CD. 

Planche B. 

125 . Intersection de trois cylindres droits à base circulaire. 

Cette Planche contient la solution de ce problème ( art. 94 , 
pag. 119, G. D. ) : Connaissant les distances d’un point à 
trois droites, construire ce point? 

Le point cherché appartient évidemment à trois surfaces 
cylindriques, qui ont pour génératrices des droites parallèles 
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aux droites données , et pour sections perpendiculaires aux 
génératrices , des cercles dont les rayons sont égaux aux distances 
données du point aux trois droites. Ces cylindres ont pour traces 
sur le plan horisontal les trois ellipses A, B, C, qu’on peut 
regarder comme les bases de ces cylindres. En les désignant 
par les mêmes lettres, les cylindres A et B se coupent suivant 
une ligne dont la projection horisontale ou verticale est composée 
*de deux branches i 234E et 5678D. Les deux projections sont 
marquées des mêmes lettres. 

Les cylindres A et C se coupent , suivant une ligne à deux 
branches, qui se projètent, en 1 256 GG / et 347 8FF'; enfin, les 
cylindres B et C se coupent suivant une ligne à une seule branche: 
cette ligne se projeté suivant la courbe 1 2K.4H3T87ll06N5Mi,“ 
qui a un point double sur le plan horisontal, et deux points doubles 
sur le plan vertical. 

Lorsque les trois courbes qui résultent de l’intersection de 
trois cylindres du second degré se rencontrent , le nombre des 
points de rencontre ne peut pas être plus grand que huit : ces 
points sont marqués sur la PI. B des chiffres 1,2, 3 , 4, 5 , 6, 7, 8. 
En changeant les données du problème , le nombre de ce3 
points pourra diminuer, mais il sera toujours pair. 

On construit l’intersection de deux quelconques des trois 
surfaces cylindriques, par la méthode exposée art. 82, G. D, 
et art. 86 du supplément. 

Planches C et D. 

126. Ces planches sont relatives au problème résolu art. 98 
et 99 de la Géométrie descriptive. On suppose que la base 
d’une pyramide triangulaire, et les angles des faces opposés aux 
côtés de cette base, sont connus, et on propose de construire 



Digitized by Google 



1 1 1 



GiOMl^TRIE DESCRIPTIVE. 

le sommet de la pyramide. Ce sommet est ( articles cités ) le 
point commun à trois surfaces de révolution. Ces surfaces ont 
pour axes les côtés de la hase de la pyramide , et pour géné- 
ratrices des arcs de cercles qui ont pour cordes ces meme» 
côtés , et qui mesurent des angles doubles des angles donnés 
de la pyramide. 

Les axes des surfaces de révolution étant les côtés d’un 
triangle, chaque sommet de ce triangle peut êlré considéré comme 
le centre d’une suite de sphères qui coupent deux quelconques 
des trois surfaces de révolution suivant des cercles (art. 83, G. D.), 
et les points communs à ces cercles appartiennent à la courbe 
d’intersection dp ' çy gnffaooa , T*> gnip hVj'i" qui résulte 

de cette considération, exige une main habile et très-exercée. 
Les dessins des planches C et D ont été exécutés avec le plus 
grand soin par M. Girard, dessinateur de l’Ecole Polytechnique. 

Soit, (Jtg-i, PI. C.)XYZ, le triangle qui sert de base à la pyra- 
mide. SurXZ comme corde, on décrit un cercle XFZ /X, tel que 
l’arc Z/X mesure un angle double de l’angle delà face, opposé au 
côté XZ. Ce cercle , en tournant autour de sa corde XZ , en- 
gendre une surface de révolution dont la projection sur le plan 
du triangle XYZ, a pour limite la figure AFDCEBA , terminée 
par deux demi-cercles AFD, BEC et deux parallèles AB , CD. 
De même la surface de révolution qui a pour axe le côté XY 
de la base de la pyramide, a pour limite de sa pi-ojection sur 
le plan de cette base, la figure KGLMHNK , dont le contour est 
formé de deux demi-cercles KGL, NHM et de deux parallèles 
KN, LM. Ces surfaces de révolution se coupent suivant une ligne 
dont la projection ( fi g . i), sur le plan horisontal du triangle XYZ, 
est une courbe qu’on distingue par un trait ponctué, continu, et qui 
passe par les points X, i , 2, E', $, g , 3, 4, X, «, 3, 5, 6, F, e, X. 

Les cinq points X, E', g , F', e sont déterminés par les 
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intersections des cercles générateurs des deux surfaces de révo- 
lution. 

«, * sont les deux points de contact de la courbe et des 
droites parallèles AB, CD. 

Les points i, 2, 3 , 4, 5 , 6 sont les projections horisontales 
des points d’intersection des trois surfaces de révolution. 

127. Chaque surface de révolution peut être regardée comme 
composée de deux nappes , qui sont l’une et l’autre de révo- 
lution, et qui ont pour génératrices les deux segmens d’un 
cercle, séparés par une corde de ce cercle. 

Pour distinguer la nappe engendré© par le plus petit segment, 
de la nappe engendrée par le plus grand, on peut appeler la 
première, nappe intérieure, et l’autre nappe extérieure. L’inter- 
section de deux surfaces résulte de l'intersection des différentes 
nappes qui se combinent entre elles. Les nappes extérieures , 
d’une part, et les nappes intérieures, de l’autre, se coupent 
suivant une branche de courbe fermée, dont les projections 
peuvent être engendrées d’un mouvement continu par un point 
mobile. H en fesl de même de la branche de courbe qui résulte 
de la combinaison de la nappe extérieure ou intérieure de l’une 
des surfaces , avec la nappe intérieure ou extérieure de l’autre 
surface. Ces deux combinaisons donnent une setde courbe qu’un 
point mobile peut suivre sans discontinuité; d’où il suit que la ligne 
d’intersection des deux surfaces est composée de deux branehes 
fermées, dont les projections sur un plan (%. 2) perpendiculaire 
à l’un des axes, à XY par exempte, sont séparées : les projections 
de ces deux branches sut le plan de la base de la pyramide, 
se réunissent en une seule courbe. 

Les branches fermées, projections de la ligne d'intersectio» 
de deux surface» sur le plan perpendiculaire à l’un des axes (XY), 
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ont en général des points doubles ; cependant il y a certaines 
données du problème pour lesquelles l’une de ces branches n’a 
pas de point double. Ainsi, la branche à nœud i ^bi^v'xaxi 
( Jig . 2, Pi. C) devient, pour de nouvelles données ( f/g, 2, PI. D), 
la courbe sans nœud îav'bi. Le grand segment O Z Y, (Jîg. 1 , 
PI. D), et les petits segmens qui ont une corde commune XY , 
se coupent aux points a’, b' , dont les projections sur le plan 
U%- PI- D) de la courbe sans nœud iav'bi , sont a et b. 

a 

128. Les deux nappes intérieures (Jig . 1, PI. C), qui ont 
pour axes les côtés XZ, XY, sc coupent suivant une ligne 
dont la projection horisontalc est la portion de courbe X43 E'; 
or la partie E 'tg dé cette courbe , quTsn termine aux points 
E ',g, est en dehors des limites de la projection horisontalc des 
nappes intérieures; doue cette portion de courbe ne correspond 
point à une partie réelle de la ligne d’intersection des deux surfaces. 
Il en est de même de la portion de courbe F'pe, cjui est en 
dehors de la limite de la projectiou horisontale d’une nappe 
extérieure de la surface de révolution qui a pour axe le 
côté XY; et en effet, projetant la ligne d’intersection des deux 
surfaces de révolution, qui ont pour axes les droites XY, XZ, 
sur un plan UV perpendiculaire à l’un de ces axes (X Y), on 
obtient (Jîg* 2 ) la courbe xx 234562; , dont le trait ponctué est 
le même que dans la projection horisontale. Cette courbe est com- 
posée de deux branches séparées, dont chacune a un nœud. La 
première brandie est 1 2tv v'xe'xi ; la seconde branche est 
43 yp’*Ar 56 ^<Ar 4 , et iln’y a aucune partie de ces deux bi'anches, 
qui corresponde aux portions E 'tg, F'fie {Jig- 1 ) de la projection 
horisontale. 

On reconnaîtra de la même manière que les deux sui'faces 
de iévolution qui ont pour axes les côtés XY, YZ, se coupent 
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suivant une ligne qui comprend deux parties , dont les projections 
horisontales sont H*/?, op g (f/g- i), et qui n’ont pas de projec- 
tions verticales. 

Tout ce qui est relatif à l’intersection de ces deux surfaces 
est indiqué par un trait long , suivi d’un seul point rond , et 
tout ce qui est relatif à l’intersection des deux surfaces de révo- 
lution qui ont pour axes les droites YZ, ZX, est indiqué par 
un trait long , suivi de trois points ronds. Cette dernière intersec- 
tion comprend aussi deux parties, dont les projections horisontales 
sont E tf P 4 P' (J/g- i , PI. C), et qui n’ont point de projections 
verticales (f/g. 2). 

129. Les trois lignes qui résultent de l’intersection des trois 
surfaces de révolution, considérées deux à deux, se rencontrent aux 
points marqués des chiffres 1, 2, 3 , 4, 5 , 6, dans les projections 
horisontale et verticale ; chacun de ces points en projection hori- 
sontale correspond à deux points en projection verticale, qui sont 
à égales distances du plan U V (f/g. 2), delà base de la pyramide. 
Les six points situés au-dessus du plan UV déterminent six 
pyramides qui satisfont aux conditions du problème, et les six 
points situés au-dessous déterminent les six autres pyramides 
symétriques par rapport aux premières. 

D’après les données (PI. D), on ne trouve que cinq points 
au-dessus du plan UV, et cinq points au-dessous de ce plan , 
pour les sommets des pyramides , qui satisfont aux conditions 
du problème. On a marqué sur cette planche des mêmes lettres 
les points analogues; la courbe d’intersection des deux surfaces 
qui ont pour axes les côtés XZ, XY du triangle de la base, 
est indiquée, comme sur la PI. C, par un trait ponctué à 
points ronds , et le trait ponctué à points ronds séparés par des 
traits, indique la ligne d’intersection des deux surfaces qui ont 
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pour axes les côtés XY, YZ. Ou n’a pas construit sur cette 
épure la courbe d’intersection des deux surfaces qui ont pour 
axes les côtés XZ, YZ. 

Les lignes pleines qui terminent la projection verticale sont 
les bases de deux cylindres, dont les arêtes perpendiculaires au plan 
vertical WV(fig. a, Fl.D), sont tangentes aux deux surfaces de ré- 
volutions, qui ont pour axes les droites XY et YZ ( Jîg . i). Le plan 
vertical étant perpendiculaire à la droite XY, le plus grand cercle 
de la surface de révolution, qui a pour axe cette droite XY , sert 
de base au cylindre circonscrit à cette surface. 

i 3 o. Lorsque de* points Soin 'dCtei minés intersections 

de trois surfaces, la considération de ces trois surfaces n’est 
pas nécessaire. En examinant la question sous un autre point 
de vue , les mêmes points peuvent appartenir à trois autres 
surfaces différentes des premières : le problème dont nous venons 
de donner la solution graphique, en offre un exemple. Ou 
connaît dans une pyramide triangulaire la base et les angles 
des faces de cette pyramide, qui sont opposés aux côtés de la 
base; il est facile (art. 109, Supplément) d’en déduire les 
angles dièdres. Soient a, b } c, les trois côtés de la base : ou 
connaît l’angle dièdre qui comprend deux de ces trois côtés, par 
exemple a et b ; donc si l’on a deux plans , faisant l’un par 
rapport à l’autre , un angle invariable , égal à l’angle dièdre 
connu , et si l’on fait mouvoir ces deux plans, en les assujétis- 
sant à passer constamment par les côtés a et b, la droite inteiv 
section des deux plans mobiles engendrera un cône qui aura pour 
sommet le point d’intersection des deux côtés a et ô; or, il est 
évident que la surface de ce cône contient le sommet de la pyra- 
mide; donc ce sommet sera le point commun à trois surfaces 
coniques , qui auront pour sommets les points de rencontre de* 
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trois côtés a, b, c de la base de la pyramide. La solution’ 
graphique qui résulte de cette considération étant moins simple 
que celle donnée par M. Monge , nous ne conseillerons pas 
de s’y arrêter ; mais nous recommanderons la solution suivante : 

j 3t. Ayant construit sur les trois côtés du triangle qui sert 
de base à la pyramide, les cercles générateurs des trois sur- 
faces de révolution , qui , par leur intersection , déterminent le 
sommet de la pyramide; qu’on se représente la ligne d’inter- 
section de deux quelconques de ces trois surfaces , de celles , 
par exempte, qui ont pour axes de révolution les deux côtés 
a et b de la base , c étant le troisième côté. Cette ligne , en 
tournant autour du troisième côté , engendre une quatrième 
surface de révolution , sur laquelle se trouvent les points com- 
muns aux trois premières surfaces. Mais deux surfaces de révo- 
lution qui ont même axe, et qui se pénètrent, ne peuvent se 
couper que suivant un cercle ; donc la troisième et la quatrième 
surfaces de révolution se coupent suivant un cercle qui contient 
le sommet de la pyramide. Pour trouver un point de ce cercle , 
il suffit de couper ces deux surfaces par un plan méridien 
quelconque, et ce plan peutêtre celui de la base de la pyramide, ou 
des trois côtés a, b, c decette base ; les points communs aux courbes 
génératrices contenues dans ce plan , déterminent les cercles com- 
muns aux deux surfaces. La courbe génératrice de la troisième 
surface est le cercle, qui passe par les extrémités du côté e, 
et dont un segment mesure un angle double de l’angle donné 
opposé à ce côté c. Quant à la courbe génératrice de la qua- 
trième surface, qui est située dans un plan méridien passant 
par l’axe c, on la construit, en remarquant que chaque point 
de la courbe d’intersection des deux premières surfaces , est le 
sommet d’une pyramide qui a pour base le triangle formé 
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par les trois côtés a, b, c, et pour arêtes les trois cordes des 
cercles générateurs des deux premières surfaces. 

Soient les trois cordes x, y, z; la corde y appartient aux 
deux cercles générateurs des deux premières surfaces de révo- 
lution , et les sphères décrites des extrémités du côté c, comme 
centres, avec des rayons égaux aux cordes x et z, se coupent 
suivant un cercle de la quatrième surface de révolution. .Les 
points de ce cercle, situés dans le plan des trois côtés a, b , c, 
appartiennent à la courbe génératrice de cette quatrième sur- 
face. Faisant varier la corde x, on a trois nouvelles arêtes 
x y, z', et un nouveau cercle résultant de l’intersection des 
deux sphères qui o nt pour centres les extrémités du côté cÿ 
et pour rayons les cordes x' ) z'. Ce cercïïT contient' encore deux 
points de la courbe génératrice de la quatrième surface de 
révolution. Cette courbe étant construite , elle coupera le cercle 
générateur de la troisième surface de révolution • et les points 
d’intersection de ces deux courbes , seront les sommets des 
pyramides cherchées, sur les faces de ces pyramides qui passent 
par le côté c. 

1 3 2. On a d’abord considéré la quatrième surface de révolution, 
qui a pour axe le côté c , comme engendrée par la ligne d’inter- 
section des deux premières surfaces de révolution , qui ont 
pour axes les côtés a et b; mais on a vu qu’il n’était pas 
nécessaire de construire cette ligne pour obtenir une seconde 
génératrice de la quatrième surface : en la supposant coupée 
par un de ses plans méridiens, passant par l’axe c , on trouve 
tous les points de l’intersection , en ne faisant usage que du 
compas , et en décrivant des arcs de cercles de rayons déter- 
minés , qui ont pour centres les extrémités du côté c de la> 
base de la pyramide. 
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i33. On démontre par l’analyse que la courbe méridienne, 
génératrice de la quatrième surface de révolution , dont l’équa- 
tion (i) est du 8*, degré, et le cercle générateur de la troisième 
surface de révolution qui a pour axe le côté c , ne peuvent 
ae couper qu’en huits {joints. Or, le cercle générateur a deux 
positions différentes par rapport au côté c, et dans chaque posi- 
tion, il coupe la courbe méridienne du 8«. degré en huit points 
placés deux à deux sur la même perpendiculaire au côté c, et 
à des distances égales de ce côté ; d’où il suit que les courbes 
méridiennes des troisième et quatrième surfaces de révolution , 
ne peuvent se couper qu’en seize points , sommets de seize pyra- 
mides qui ont même base , dont le» arêtes font entre elles des 
angles égaux à des angles donnés, ou qui en sont les supplémens; 
enfin, ces pyramides sont symétriques deux à deux. 

Ayant pris au hasard les données du problème , on a trouvé 
PI. C, douze sommets de pyramides, et PI. D, dix sommets; 
mais en choisissant les données telles qu’on ait, par exemple, le 
triangle XYZ ( fig. a, PI. C ) pour la base de la pyramide, et les 
cercles ZFX, XG Y, YOZ, pour les génératrices des trois surlaces 
de révolution, on aura les seize solutions, et les lignes d’intersection 
des trois surlaces de révolution se couperont en seize points. 



(i) Cette équation du 8*. degré ne change pas, quels que «oient les signes des rosinus 
des angles donnés opposés aux deux côtés de la base, parce qu’elle ne contient que 
les quarrés de ces cosinus. En la combinant avec l'équation du cercla, qui passe par 
le6 extrémités du troisième côté, elle se réduit au 4 ** <fcg r é ; d’où Ton conclut que la 
courbe dont l'équation est du 8*. degré, ue peut, dans ce cas, être coupée par le cercle 
qu’en huit points, et que le problème de l’article 126 ne peut avoir que seize solutions; 
proposition qu’on démontrerait difficilement par les moyens ordinaires de l’algcbre. 



FIN. 
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